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Résumé

Nous ab ordons dans cette thèse le problème de l'insensibilité dans les réseaux de �les d'at-

ten te et quelques applications au partage de ressources informatiques. T out d'ab ord, nous mon-

trons que les réseaux de �les d'atten te symétriques a v ec le routage de Jac kson ou de Kelly son t

tous insensibles à la distribution des demandes de service même si à l'arriv ée, au départ ou au

c hangemen t de �les d'un clien t quelconque, les autres clien ts dans c haque �le son t p erm utés au

hasard selon certaine loi dép endan te de l'état du réseau. Nous iden ti�ons égalemen t certaines

disciplines de service non symétriques p our lesquellesla propriété d'insensibilité est satisfaite.

Ensuite, nous prop osons deux nouv elles métriques de débit p our les réseaux de données. Nous

mon trons quelques propriétés génériques satisfaites par ces deux métriques et nous illustrons leur

di�érence à tra v ers quelques exemples. En�n, nous mon trons que l'équilibrage de sources de tra�c

élastique détériore la p erformance en termes de débit, et en présence de con trôle d'admission, de

probabilité de blo cage.

Mots-clés: Files d'atten te, Réseau, Insensibilité, Symétrique, P erm utation, Débit, Métrique

de Débit, T ra�c élastique, Équilibrage de source, Équilibrage de tra�c, Probabilité de blo cage,

Con trôle d'admission, Con train te de capacité.

Abstract

In this thesis, w e tac kle the problem of insensitivit y in queueing net w orks and consider

some applications to computer resource sharing. First of all, w e pro v e that net w orks of symmetric

queues with Jac kson or Kelly routing are b oth insensitiv e to the service requiremen t distribu-

tion ev en if at arriv als, departures or migration ev en ts, customers at eac h queue are randomly

p erm uted according to some la w that ma y dep end on the net w ork state. W e also iden tify some

non-symmetric service disciplines for whic h the insensitivit y prop ert y holds. W e then prop ose

t w o new throughput metrics for data net w orks. W e pro v e some generic prop erties satis�ed b y

these t w o metrics and w e illustrate their di�erence through some examples. Finally , w e pro v e

that balancing elastic tra�c sources w orsens p erformance in terms of throughput and, in the

presence of admission con trol, of blo c king probabilit y .

Keyw ords: Queueing net w ork, Insensitivit y , Symmetric, P erm utation, Throughput, Throughput

measure, Elastic tra�c, T ra�c balancing, Source balancing, Blo c king probabilit y , A dmission

con trol, Capacit y constrain t.
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In tro duction

Cette thèse comp orte de deux parties principales plus ou moins indép endan tes, don t la pre-

mière consiste en études de la propriété d'insensibilité dans les réseaux de �les d'atten te et la

deuxième consiste en l'év aluation de la p erformance des réseaux informatiques.

Les �les d'atten te son t souv en t rencon trées en pratique : à la p oste, aux sup ermarc hés, dans

les gestions des a vions au décollage ou à l'atterrissage,... La théorie des �les d'atten te utilise des

outils probabilistes p our mo déliser et étudier les solutions optimales de gestion de ces ob jets. Ce

domaine de rec herc he, né en 1917, des tra v aux de l'ingénieur danois Erlang [Erl09 ] sur la gestion

des réseaux téléphoniques, étudie aussi les réseaux de données et le réseau In ternet.

En pratique, on s'in téresse t ypiquemen t aux nom bres de clien ts dans le réseau, aux temps de

séjour des clien ts et à leur débit. En général, l'expression de ces quan tités dép end fortemen t de

la façon don t arriv en t les clien ts dans le système, des demandes de service des clien ts et de la

discipline déterminan t commen t les clien ts son t servis. Dans la première partie, on s'in téresse aux

réseaux de �les d'atten te où la distribution du nom bre de clien ts ne dép end pas des distributions

des demandes de service. Ces réseaux son t dits insensibles aux distributions des demandes de

service ou insensibles tout court, et on dit aussi que la discipline corresp ondan te est insensible.

Cette propriété d'insensibilité est d'un grand in térêt car les nom bres de clien ts, leur temps de

séjour et leur débit p euv en t être év alués sans sa v oir les statistiques précises des demandes de

service.

En 1979, Kelly a in tro duit une large classe de disciplines insensibles, il s'agit des disciplines

symétriques [Kel79 ]. Ces disciplines symétriques incluen t la discipline pro cessor-sharing (PS) et

la discipline LIF O préemptiv e considérées par Bask ett, Chandy , Mun tz et P alacios [BCMP75 ].

Dans le premier c hapitre, on rapp ellera des outils probabilistes fréquemmen t utilisés et des

mo dèles conn us de �les d'atten te insensibles. Dans le deuxième c hapitre, on in tro duira les p erm u-

tations aléatoires de clien ts [Dad01a , Y as80] dans les �les d'atten te symétriques et on mon trera

que ces �les et leurs réseaux resten t insensibles. Ensuite, on considérera l'insensibilité de quelques

disciplines non symétriques a v an t de donner un résumé des disciplines insensibles/sensibles.

P our la deuxième partie sur l'év aluation de la p erformance des réseaux informatiques, on

dé�nira deux nouv elles métriques de débit dans le troisième c hapitre. Il s'agit du débit éc han-

tillonné en temps et du débit éc han tillonné par �ot [KK02 , LvdBB04 , BT07b ]. On mon trera

quelques propriétés génériques satisfaites par les deux métriques et on illustrera leur di�érence

par quelques exemples.

Dans le quatrième c hapitre, on considérera le mo dèle d'un lien partagé par des sources de

circuit et de tra�c élastique. On mon trera que l'équilibrage de sources augmen te la probabilité de

blo cage et dimin ue les débits. Alors le système p eut être dimensionné sans risque en supp osan t

xi
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des sources homogènes malgré la forte hétérogénéité observ ée en pratique.
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L'ob jectif de ce c hapitre est de rapp eler des notions de mo dèles mark o viens, de �les d'atten te

et de leurs réseaux. Dans la première partie, on étudiera les c haînes et les pro cessus de Mark o v,

les notions de probabilités de transition, matrice de transition, mesures in v arian tes,... [Bre99 ]

qui serv en t à étudier les mo dèles mathématiques dans la théorie de �les d'atten te. Dans la

deuxième partie, on considérera quelques systèmes de �les d'atten te, les notions de disciplines,

de distributions stationnaires, d'équations de balance, de l'insensibilité et quelques métho des

p our démon trer l'insensibilité d'un système de �les d'atten te.

1.1 Mo dèles mark o viens

Dans cette partie, son t rapp elés les dé�nitions des c haînes de Mark o v, des pro cessus mark o-

viens, leurs propriétés et leur équilibre.

1.1.1 Chaînes de Mark o v

3



Chapitr e 1. Pr éliminair es

Considérons une suite de v ariables aléatoires X 0; X 1; : : : ; X n ; : : : où

� X 0; X 1; : : : son t des v ariables aléatoires à v aleurs dans un espace d'états �ni ou dénom brable

X . P ar exemple, l'espace d'états X p eut être f 1; : : : ; N g, N , ou Nd; : : :

� La v ariable X n p eut dép endre, a priori de X 0; : : : ; X n� 1 , et même des v aleurs futures

X n+1 ; X n+2 ; : : :

Dé�nitions

Dé�nition 1.1 On app el le une matric e à termes p ositifs P =
�
p(x; y); x; y 2 X

�
une matric e de

tr asition si X

y2X

p(x; y) = 1 ; 8x 2 X :

Dé�nition 1.2 On dit que la chaîne (X n ) a la pr opriété de Markov si

P(X n = xn j X n� 1 = xn� 1; X n� 2 = xn� 2; : : : ; X 0 = x0) = P(X n = xn j X n� 1 = xn� 1); (1.1)

p our tout n � 1. Et dans c e c as, on app el le (X n ) une chaîne de Markov.

Littéralemen t, la c haîne (X n ) a la propriété de Mark o v si sac han t tout le passé jusqu'au rang

n � 1, le comp ortemen t ultérieur de la c haîne ne dép end que de la dernière v ariable aléatoire

X n� 1 .

Dé�nition 1.3 L a chaîne de Markov (X n ) est homo gène s'il existe une matric e de tr asition P
tel le que

P(X n = y j X n� 1 = x) = p(x; y); (1.2)

p our tout n � 1. Dans c e c as, on app el le P la matric e de tr ansition de la chaîne de Markov (X n ) .

Remarquons que l'homogénéité assure que la dynamique de la c haîne de Mark o v est invariante

dans le temps.

Considérons par exemple une marc he aléatoire (X n ) sur l'ensem ble des en tiers Z (v oir la

Figure 1.1) don t la probabilité d'a v ance est p et la probabilité de recul est 1 � p :

p(k; k + 1) = p; et p(k; k � 1) = 1 � p; 8k 2 Z:

k-1Z k k+1

p 1-p

Fig. 1.1 � Une marc he aléatoire sur Z .

Cette marc he aléatoire (X n ) est une c haîne de Mark o v homogène :
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1.1. Mo dèles markoviens

� Espace d'états Z .

� Matrice de transition P =
�
p(x; y); x; y 2 Z

�
:

p(x; y) =

8
<

:

p si y = x + 1 ;
1 � p si y = x � 1;
0 sinon.

Considérons main tenan t une autre marc he aléatoire (X n ) sur l'ensem ble Z a v ec les pr ob abilités

de tr ansition hétérogènes :

P(X n = k + 1 j X n� 1 = k) =
1
n

; et P(X n = k � 1 j X n� 1 = k) =
n � 1

n
; 8k 2 Z;

p our tout n � 1. Alors cette marc he aléatoire est toujours une c haîne de Mark o v mais elle n'est

plus homogène car les probabilités de transition dép enden t du rang n de la v ariable aléatoire X n .

Et si la loi de la v ariable aléatoire X n dép end non seulemen t de X n� 1 mais aussi de X n� 2

par exemple, la c haîne (X n ) n'a plus la propriété de Mark o v.

À partir d'ici, une c haîne de Mark o v est sous-en tendue homogène si l'on ne précise rien. Alors

comme une marc he aléatoire sur Z , une c haîne de Mark o v p eut être représen tée sous forme d'un

graphe, v oir la Figure 1.2.

x

u

v

w
p(x,u)

p(v,x)

p(x,w)

p(w,x)

Fig. 1.2 � Représen tation graphique d'une c haîne de Mark o v.

Loi d'une c haîne de Mark o v

Soit (X n ) une c haîne de Mark o v de matrice de transition P =
�
p(x; y)

�
.

Soit � la loi initiale : P(X 0 = x0) = � (x0) p our tout x 2 X .

Alors la loi de la chaîne de Markov est déterminée par les pr ob abilités de tr aje ctoir es

P(X 0 = x0; X 1 = x1; : : : ; X n = xn ) = � (x0)p(x0; x1)p(x1; x2) : : : p(xn� 1; xn ); (1.3)

p our tous n � 0 et x0; : : : ; xn 2 X .

La loi de la v ariable aléatoire X n est donnée par

P(X n = y) =
X

x0 ;:::;x n � 12X

� (x0)p(x0; x1)p(x1; x2) : : : p(xn� 1; y); 8y 2 X ;
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Chapitr e 1. Pr éliminair es

p our tout n � 0.

En particulier, la probabilité de passer de x à y en n étap es est donnée par

P(X n = y j X 0 = x) = p(n) (x; y) = P (n) (x; y):

Notons P� la loi de la c haîne de Mark o v sac han t que la loi initiale soit � :

P� (X n 2 A) =
X

x02X ;y2 A

� (x0)P(X n = y j X 0 = x0); 8A � X :

P ério dicité

Dé�nition 1.4 On app el le p ério de de l'état i et on note di le PGCD de l'ensemble M i des n � 1
tels que p(n) (i; i ) > 0, ave c la c onvention di = 1 si c et ensemble est vide. Et on dit que i est

p ério dique si di > 1.

Irréductibilité

La c haîne de Mark o v (X n ) est irr é ductible si p our tous x; y 2 X , la probabilité d'atteindre

l'état y est strictemen t p ossitiv e sac han t que l'état initial est x :

8x; y 2 X ; 9n : P(X n = y j X 0 = x) > 0:

Remarquons que l'irréductibilité est équiv alen te à l'existence d'un c hemin de x à y sur le graphe

de transition p our tous x; y 2 X . Si la c haîne est irréductible, ses états on t la même p ério de ; de

plus, si aucun état n'est p ério dique, la c haîne est dite ap ério dique .

Équilibre d'une c haîne de Mark o v

Dé�nition 1.5 Une mesur e de pr ob abilité � (x) sur l'esp ac e d'état X est invariante p our la

matric e de tr ansition P =
�
p(x; y)

�
si

� (x) =
X

y2X

� (y)p(y; x); 8x 2 X : (1.4)

Dans ce cas, � est app elée la pr ob abilité invariante et aussi la pr ob abilité stationnair e de la

c haîne de Mark o v, et les équations (1.4) son t app elées les é quations de b alanc e glob ale .

Théorème 1.6 Soient � une mesur e de pr ob abilité invariante p our la matric e P et (X n ) une

chaîne de Markov de matric e de tr ansition P tel les que

P(X 0 = x) = � (x); 8x 2 X

alors

P(X n = x) = � (x); 8n � 0; 8x 2 X :

On dit que la chaîne de Markov (X n ) est à l'é quilibr e.
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1.1. Mo dèles markoviens

Reprenons l'exemple de la marc he alétoire (X n ) sur Z de matrice de transition P :

p(x; y) =

8
<

:

p si y = x + 1 ;
1 � p si y = x � 1;
0 sinon.

Alors les équations de balance globale son t

� (k) = p� (k � 1) + (1 � p)� (k + 1) ; 8k 2 Z: (1.5)

et

P
k2 Z � (k) = 1 .

Le système d'équations (1.5) admet des solutions

� (k) = C; 8k 2 Z;

p our un constance quelconque C . Comme ces mesures ne son t pas sommables, il n'existe pas de

probabilité in v arian te, et par conséquence, il n'existe pas d'équilibre non plus.

Limitons main tenan t l'espace d'états de la marc he aléatoire (X n ) à un ensem ble �ni, par

exemple, l'ensem ble f 0; 1; : : : ; N g; N � 1 :

p(x; y) =

8
<

:

p si (x; y) = ( x; x + 1) ; 0 � x � N � 1; ou (x; y) = ( N; N )
1 � p si (x; y) = ( x; x � 1); 1 � x � N; ou (x; y) = (0 ; 0)
0 sinon.

Alors les équations de balance globale deviennen t

8
<

:

� (0) = p� (0) + (1 � p)� (1);
� (k) = p� (k � 1) + (1 � p)� (k + 1) ; 1 � k � N � 1;
� (N ) = p� (N � 1) + (1 � p)� (N );

et

P
k2 Z � (k) = 1 .

Ce système d'équations admet comme solution une unique probabilité in v arian te

� (k) =
1

N + 1
; 0 � k � N:

Unicité de probabilité in v arian te et Ergo dicité

Théorème 1.7 Une chaîne de Markov irr é ductible a au plus une pr ob abilité invariante. Si l'es-

p ac e d'états est �ni, la chaîne a une unique pr ob abilité invariante.

Théorème 1.8 Soit une chaîne de Markov irr é ductible ap ério dique (X n ) ave c la pr ob abilité in-

variante � . A lors P-pr esque sûr ement

lim
n!1

1
n

nX

i =1

f (X i ) = E� [f ];

p our toute fonction f tel le que E�
�
jf j

�
< 1 , où E� [f ] :=

P
X � (x)f (x) .
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Chapitr e 1. Pr éliminair es

1.1.2 Pro cessus de sauts

Loi exp onen tielle

P our un réel strictemen t p ositif � , on dit qu'une v ariable aléatoire X suit une distribution

exp onen tielle de paramètre � si

E
�
f (X )

�
=

Z 1

0
f (x)�e � �x dx: (1.6)

Prop osition 1.9 Si une variable alé atoir e X suit une loi exp onentiel le alors el le est sans mé-

moir e, c.à.d. la variable alé atoir e X satisfait p our tous x; y p ositifs :

P(X � x + y j X � y) = P(X � x):

Si X mo délise la durée de vie d'un individu A , la propriété que X est sans mémoire exprime

que A ne vieillit pas : si A a v écu y années, la probabilité p our qu'il viv e encore x années est la

même que la probabilité p our qu'un individu similaire à A qui vien t de naître viv e lui aussi x
années.

Pro cessus de P oisson

Soit

�
Vn ; n � 1

�
une suite de v ariables aléatoires indép endan tes, iden tiquemen t distribuées

(i.i.d.), de même loi exp onen tielle de paramètre �; � > 0.

Alors le pro cessus (Tn =
P n

i =1 Vi ) est app elé un pr o c essus de Poisson d' intensité � .

Dé�nition des pro cessus de sauts

Soien t (X n ) une c haîne de Mark o v sur X de matrice de transition P =
�
p(x; y)

�
, et qx ; x 2 X ;

des réels strictemen t p ositifs. Considérons (X (t)) un pro cessus satisfaisan t :

� X (0) = X 0 = x0 2 X et X (t) = x0 p our tout t < T 1 = V1 , où V1 est une v ariable aléatoire

de loi exp onen tielle de paramètre qx0 .

� X (t) = X 1 = x1 2 X p our tout t : T1 � t < T 2 = T1 + V2 , où V2 est une v ariable aléatoire

de loi exp onen tielle de paramètre qx1 .

� P our tout n � 1, X (t) = X n = xn 2 X p our tout t : Tn� 1 � t < T n = Tn� 1 + Vn , où Vn

est une v ariable aléatoire de loi exp onen tielle de paramètre qxn .

On app elle (X (t)) un pr o c essus de sauts , (X n ) la chaîne incluse du pro cessus de sauts (X (t)) .

Remarquons que le pro cessus de sauts (X (t)) suit la même tra jectoire que la c haîne incluse (X n ) ,

v oir les Figures 1.3 et 1.4.

8



1.1. Mo dèles markoviens

X
1 2 3 4

4

2

0

3

X
X 1

X
X

0

Fig. 1.3 � La c haîne incluse (X n ) .

T 2T 3T 4T

2X

0X

3X

1X
4X

1

Fig. 1.4 � Le pro cessus de sauts

�
X (t)

�
.

Exemples

Soien t (Vn ; n � 1) une suite de v ariables aléatoires i.i.d. de loi exp onen tielle de paramètre

� et (Tn =
P n

i =1 Vi ) le pro cessus de P oisson corresp ondan t. Alors ce pro cessus de P oisson est

équiv alen t à une fonction croissan te N (t) dé�nie par le nom bre de p oin ts Tn en tre 0 et t :

N (t) :=
1X

n=1

I (0 < T n � t);

où I est la fonction indicatrice : I (A) = 1 si l'év énemen t A est vrai et I (A) = 0 sinon.

Cette fonction N (t) est app elée la mesur e de c omptage du pro cessus de P oisson (Tn ) . Cette

mesure de comptage dé�nit un pro cessus de sauts, illustré dans la Figure 1.5.

Générateur in�nitésimal

Soit

�
X (t)

�
un pro cessus de sauts de c haîne incluse (X n ) et de matrice de transition P =�

p(x; y); x; y 2 X
�

. Le générateur in�nitésiaml Q =
�
q(x; y); x; y 2 X

�
est dé�ni par

q(x; y) =
�

qxp(x; y) si x 6= y;
� qx si x = y:
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1T 2T 3T 4T
0
1
2

3
4

Fig. 1.5 � La mesure de comptage (N (t)) .

Remarquons que ce générateur in�nitésimal décrit complètemen t le pro cessus de sauts origi-

nal :

qx =
X

y2X

q(x; y);

p(x; y) =
q(x; y)

qx
; x 6= y: (1.7)

On app elle q(x; y) le taux de tr ansition de l'état x à l'état y , p our tous x; y 2 X .

Dé�nition 1.10 L e pr o c essus de sauts (X (t)) est dit non-explosif si la suite des instants de

sauts (Tn ) satisfait :

lim
n!1

Tn = 1 ; P � p.s.

Théorème 1.11 L e pr o c essus de sauts non-explosif (X (t)) a la pr opriété de Markov :

[X (s + t) j X (u); u � t; X (t) = x] dist:= [ X (s + t) j X (t) = x]

Dans c e c as, (X (t)) est app elé un pr o c essus markovien, et si de plus, la chaîne incluse est homo-

gène, c e pr o c essus a la pr opriété de Markov homo gène :

[X (s + t) j X (u); u � t; X (t) = x] dist:= [ X (s) j X (0) = x]

Notation mark o vienne

Si (X (t)) est un pro cessus de sauts alors on note

Px (A) := P(A j X (0) = x); (1.8)

Ex [V ] := E
�
V j X (0) = x

�
; (1.9)

où A est un év énemen t et V est une v ariable aléatoire in tégrable.

Ergo dicité et Équilibre
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1.2. File d'attente M=M=1 FIF O

Le pro cessus mark o vien (X (t)) est dit er go dique si

lim
t !1

Py(X (t) = x) = � (x); 8x; y 2 X ;

où � est une probabilité sur l'espace d'états X . Cette quan tité � (x) p eut être in terprétée comme

la fréquence relativ e que le pro cessus (X (t)) visite l'état x .

Supp osons main tenan t que la c haîne incluse admet l'unique probabilité in v arian te � 0 . Comme

le temps que le pro cessus (X (t)) reste à un état x a v an t une transition à un autre état est de

loi exp onen tielle de mo y enne 1=qx , la fréquence qu'il reste à un état x est prop ortionnelle à la

fréquence que la c haîne incluse visite cet état m ultipliée par 1=qx :

� (x) / � 0(x)
1
qx

: (1.10)

En remplaçan t (1.10) et (1.7) dans (1.4), on obtien t

� (x)
X

y6= x

q(x; y) =
X

y6= x

� (y)q(y; x); 8x 2 X : (1.11)

Ce son t les é quations de b alanc e glob ale p our le pro cessus mark o vien (X (t)) . Ces équations

son t équiv alen tes à

X

y2X

� (y)q(y; x) = 0 ; 8x 2 X

() � t Q = 0;

où � t
est le v ecteur de ligne représen tan t la probabilité � .

Si � satisfait les équations de balance globale (1.11), � est app elée la pr ob abilité invariante

du pro cessus de Mark o v (X (t)) . Dans ce cas, si X (0) suit la loi � , X (t) suit aussi cette loi �
p our tout t � 0, et de plus, p our tout s � 0,

(X (s + t); t � 0) dist:= ( X (t); t � 0):

Alors (X (t)) est un pr o c essus de Markov stationnair e et � est sa distribution stationnair e .

Dans la section suiv an te, on considérera un exemple fondamen tal d'un pro cessus de Mark o v,

il s'agit d'une �le d'atten te M=M=1.

1.2 File d'atten te M=M=1 FIF O

En 1909, Erlang a publié le premier article dans la théorie de �les d'atten te [Erl09 ]. Dans ce

tra v ail, Erlang a utilisé la théorie des probabilités p our dimensionner les con v ersations télépho-

niques, à sa v oir il a calculé la probabilité qu'un certain nom bre d'app els soien t engendrés dans

un certain in terv alle de temps et le délai de rép ondre à un app el.

Ensuite, en 1953, une notation a été in tro duite par Kendall p our classi�er les �les d'atten te

en di�éren ts t yp es [Ken53 ]. Ainsi, une �le d'atten te est notée par A=B=C=D a v ec
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Chapitr e 1. Pr éliminair es

� A : Distribution des in terv alles d'in ter-arriv ée.

� B : Distribution des demandes de service.

� C : Nom bre de serv eurs.

� D : Nom bre maximal de clien ts dans le système à un instan t quelconque.

A et B p euv en t être un des t yp es de distribution suiv an ts :

� M : Distribution exp onen tielle - Mark o vien.

� D : Distribution déterministe.

� Ek : Distribution d'Erlang, c.à.d. une somme de k v ariables aléatoires exp onen tielles.

� G : Distribution générale - Distribution arbitraire.

Dans cette section, on considérera la �le M=M=1 où les in terv alles d'in ter-arriv ée son t exp o-

nen tiels, les demandes de service le son t aussi et il n'y a qu'un serv eur dans le système.

Mo dèle

On considère une �le d'atten te de t yp e M=M=1 :

A rrivé es p oisonniennes. Les clien ts arriv en t à la �le suiv an t un pro cessus de P oisson d'in tensité

� , c.à.d. les in terv alles en tre les instan ts d'arriv ée son t i.i.d. de loi exp onen tielle de mo y enne � � 1
,

notée exp(� ) . On app elle � le taux d'arrivé e de clien ts dans la �le.

Servic e exp onentiel. Les clien ts demanden t des services aléatoires i.i.d. de loi exp onen tielle de

mo y enne � � 1
, notée exp(� ) . On app elle � le taux de servic e .

Discipline de servic e. La �le disp ose d'un seul serv eur de capacité unitaire, don t la discipline

de service est P ermier Arriv é Premier Servi (First In First Out - FIF O) : ce serv eur donne toute

sa capacité au plus ancien clien t.

L'év olution du système p eut être représen tée par un pro cessus de sauts don t les transitions

p ossibles son t une arriv ée d'un nouv eau clien t à la �n de la �le ou un départ du clien t en tête de

la �le s'il y a au moins un clien t dans la �le (Figure 1.6).

Ici on ne s'in téresse qu'au nom bre de clien ts présen ts dans la �le. Comme les in terv alles d'in ter-

arriv ée et les demandes de service son t tous exp onen tiels, le pro cessus représen tan t ce nom bre de

clien ts est un pro cessus de Mark o v d'une c haîne incluse homogène, qui est une marc he aléatoire

sur l'ensem ble des nom bres naturels N (v oir la Figure 1.7).

Fig. 1.6 � Arriv ée et départ dans une �le M=M=1 FIF O.

Notations
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n+m
n

n+m
m

k-10 1 k+1k

1

Fig. 1.7 � Graphe de la c haîne incluse du pro cessus de sauts

représen tan t une �le M=M=1 FIF O.

État de la �le : Le nom bre de clien ts n . L'espace d'états est alors l'ensem ble des nom bres

naturels N .

T aux de char ge : La prop ortion � en tre le taux d'arriv ée � et le taux de service � :

� =
�
�

:

Distribution stationnair e : L'unique mesure de probabilité � (n) (s'il existe) qui satisfait le

système d' é quations de b alanc e glob ale :

� (0)� = � (1)�;

� (n)( � + � ) = � (n � 1)� + � (n + 1) �; 8n � 1 (1.12)

Dans cette �le M=M=1, le système d'équations de balance globale est équiv alen t au système

d' é quations de b alanc e détail lé e suiv an t :

� (n)� = � (n + 1) �; 8n � 0; (1.13)

don t l'unique solution est à forme géométrique et ne dép end que du taux de c harge � :

� (n) = (1 � � )� n ; 8n � 0; (1.14)

si la condition de stabilité est remplie :

� < 1: (1.15)

Théorème 1.12 Dans une �le d'attente M=M=1 de taux de char ge � ,

� Si � � 1, la �le est instable et il n 'existe p as de mesur e de pr ob abilité invariante.

� Si � < 1, la �le est stable et la distribution stationnair e du nombr e de clients dans la �le

suit une loi gé ométrique de p ar amètr e � :

� (n) = (1 � � )� n ; 8n 2 N:

P ar conséquence, il su�t de connaître le taux d'arriv ée � et le taux de service � a�n de

p ouv oir complètemen t mesurer un système M=M=1.
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Le nombr e moyen de clients dans la �le ne dép end que du taux de c harge � :

E[n] =
X

n

n� (n) =
�

1 � �
: (1.16)

Ensuite, le résultat de Little [Lit61 ] dit que le nom bre mo y en de clien ts dans un système

stable de �les d'atten te est donné par le pro duit de leur taux d'ariv ée � et leur temps de séjour

mo y en E[T]. Alors in v ersemen t, dans ce système M=M=1, le temps de séjour mo y en est égal au

nom bre mo y en de clien ts dans la �le divisé par le taux d'arriv ée � :

E[T] =
E[n]

�
=

1
� � �

: (1.17)

Remarquons que ce mo dèle requiert les arriv ées p oissonniennes et les demandes de service

exp onen tielles a�n d'a v oir les expressions explicites ci-dessus. Une question très in téressan te est

naturellemen t p osée : Y-a-t-il des disciplines de services, des mo dèles de �les d'atten te insensibles

à la distribution des demandes de service, c.à.d. par exemple que l'expression de la distribution

stationnaire du nom bre de clien ts dans le système ne dép end pas de la loi des demandes de

service ?

Une condition nécessaire de l'insensibilité a été donnée dans [FKAS82 ]. Cette condition, ap-

p elée la condition d' attention instantané e , dit qu'il faut allouer une prop ortion de service stric-

temen t p ositiv e au nouv eau clien t à son arriv ée. En particulier, dans le mo dèle d'une discipline

de service FIF O, le serv eur n'alloue aucun service au nouv eau clien t s'il y a d'autres clien ts à

son arriv ée, alors cette discipline FIF O est sensible à la distribution des demandes de service :

si les demandes de service ne son t pas exp onen tielles, on n'aura plus la forme géométrique de

la distribution stationnaire du nom bre de clien ts dans la �le et dans ce cas, le système est très

di�cile à analyser.

P ar con tre, il existe des disciplines de service insensibles. P armi ces disciplines, Pro cesseur

P artager (Pro cessor Sharing - PS) et Dernier Arriv é Premier Servi (Last In First Out - LIF O)

préemptiv e considérées par Bask ett, Chandy , Mun tz et P alacios [BCMP75 ] son t deux disciplines

de service insensibles des plus conn ues et imp ortan tes dans la théorie des �les d'atten te. En

1979, Kelly a in tro duit dans son tra v ail [Kel79 ] la discipline app elée symétrique dé�nissan t une

large classe de disciplines de service insensibles qui con tien t les deux disciplines PS et LIF O

men tionées ci-dessus. Dans la section suiv an te, on rapp ellera la dé�nition de cette discipline de

service symétrique et on mon trera son insensibilité par deux métho des di�éren tes don t l'une est

basée sur les demandes de service à phases [Kel79 , CMP99 ] et l'autre est basée sur la théorie des

Pro cessus Semi-Mark o vien Généralisé a v ec Réallo cations ( R GSMP ) [CMST98 , Miy93, MSS95 ,

Sc h78c , Sc h86 , Sc h78a ].

1.3 Files d'atten te symétriques

Dans ce mo dèle de �le d'atten te, la notion de p ositions (ou emplacemen ts) dans la �le d'at-

ten te est emplo y ée. Si un clien t trouv e n clien ts dans la �le à son arriv ée, il est placé au ha-

sard à une p osition l parmi n + 1 p ositions 1; 2; : : : ; n + 1 , les anciens clien ts aux p ositions
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l; l + 1 ; : : : ; n doiv en t alors décaler v ers la �n de la �le, resp ectiv emen t aux nouv elles p ositions

l + 1 ; l + 2 ; : : : ; n + 1 . Lorsqu'un clien t en p osition l �nit son service tandis qu'il y a n clien ts

dans la �le, il quitte la �le et sa place est lib érée, alors les clien ts aux p ositions l + 1 ; l + 2 ; : : : ; n ,

décalen t v ers la tête de la �le, resp ectiv emen t aux nouv elles p ositions l; l + 1 ; : : : ; n � 1.

Mo dèle

On considère une �le d'atten te symétrique M=G=1 :

A rrivé es p oissoniennes. Les clien ts arriv en t à la �le suiv an t un pro cessus de P oisson d'in tensité

� , c.à.d. que les in terv alles en tre les instan ts d'arriv ée son t i.i.d. de loi exp onen tielle de paramètre

� .

Positions dans la �le. À l'arriv ée, si n � 1 autres clien ts se présen ten t dans la �le, le nouv eau

clien t est placé à la p osition l; l = 1 ; 2; : : : ; n a v ec la probabilité � (l; n ) , les anciens clien ts aux

p ositions l; l + 1 ; : : : ; n � 1 son t resp ectiv emen t décalés v ers la �n de la �le, v oir Figure 1.8. Ces

pr ob abilités de p ositionnement � (l; n ); l = 1 ; : : : ; n , satisfon t la condition suiv an te :

nX

l=1

� (l; n ) = 1 ; 8n � 1:

Fig. 1.8 � Décalages lors d'une arriv ée.

Discipline de servic e. La �le d'atten te disp ose d'un seul serv eur de capacité constan te 1. Si

n clien ts se présen ten t dans la �le, ce serv eur alloue à c haque clien t une prop ortion de service en

fonction de la p osition de ce clien t. La �le est dite symétrique si cette prop ortion de service est

exactemen t égale à la probabilité de p ositionnemen t � (l; n ) dé�nie ci-dessus.

Lorsqu'un clien t en p osition l; l = 1 ; : : : ; n , �nit son service et quitte la �le, les clien ts derrière

lui son t décalés v ers la tête de la �le, resp ectiv emen t aux p ositions l � 1; : : : ; n � 1, prenan t la

place cédée par le clien t quittan t, v oir Figure 1.9.

Fig. 1.9 � Décalages lors d'un départ.

Cette discipline de service symétrique en inclut la discipline PS, p our laquelle

� (l; n ) =
1
n

; 8n � 1; 8l = 1 ; : : : ; n;
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et la discipline LIF O préemptiv e, p our laquelle

� (1; n) = 1 ; 8n � 1:

Remarquons tout d'ab ord que dans une �le d'atten te symétrique, la condition d' attention

instantané e est satisfaite car à son arriv ée, si le nouv eau clien t est placé à une certaine p osition

l a v ec la probabilité strictemen t p ositiv e � (l; n ) , il est alloué une prop ortion strictemen t p ositiv e

de service � (l; n ) .

Main tenan t, p our mon trer l'insensibilité d'un système, il y a plusieurs métho des p ossibles,

par exemple, celle des phases utilisée par Kelly , Chao, Miy aza w a et Pinedo [Kel79 , CMP99 ],

celle de Whittle utilisan t l'équiv alence en tre la balance partielle sur un sous-ensem ble A � G et

l'insensibilité à la distribution des demandes de service des clien ts dans A [Whi85 , Whi86], et

en �n, l'appro c he R GSMP (Pro cessus Semi-Mark o vien Généralisé a v ec Réallo cations) élab orée

par Sc hassb erger et Miy aza w a [Sc h86 , Miy93]. Remarquons que la deuxième métho de est en

fait une conséquence de la troisième. Alors on étudiera la première et la troisième en mon tran t

l'insensibilité des �les d'atten te symétriques par la métho de des phases dans la Section 1.3.1

et puis par la métho de R GSMP dans la Section 1.3.2. Ensuite, a�n de rester dans un cardre

mark o vien, on emprun tera la métho de des phases dans la plus part des preuv es de l'insensibilité.

1.3.1 Métho de des phases

Demandes de servic e. Dans ce con texte, on supp ose que les demandes de service son t i.i.d, mais

elles suiv en t une loi générale arbitraire. Il est alors di�cile de trouv er la distribution stationnaire

de la �le. A�n de franc hir cette di�culté, on supp ose que ces demandes de service suiv en t un

mélange de distributions d'Erlang [JT89 , JT90a , JT90b , JT91 ], dé�ni ci-dessous. Johnson et

T aa�e on t mon tré qu'on p eut appro c her n'imp orte quelle distribution de supp ort non-négatif

par une suite de mélanges de distributions d'Erlang [JT89 ]. Alors comme dans les tra v aux de

Kelly , Chao, Miy aza w a et Pinedo [Kel79 , CMP99 ], on p eut conclure que le système est insensible

à la distribution des demandes de service, au moins p our les mélanges de distributions d'Erlang.

On p eut app eler cette métho de le r aisonnement ave c des servic es à phases .

On supp ose dans cette section que les clien ts requièren t des services aléatoires selon un

mélange de distributions d'Erlang, c.à.d. que c haque demande de service est une somme d'un

nom bre aléatoire de phases exp onen tielles de mo y enne � � 1
, � > 0. P our tout k � 1, p osons s(k)

la probabilité que le nom bre de phases de service soit égal à k , �s(k) la probabilité que le nom bre

de phases soit plus grand ou égal à k et �s le nom bre mo y en de phases. On a :

X

k� 1

s(k) = 1 ;

et

�s(k) =
X

j � k

s(j ); �s =
X

k� 1

ks(k) =
X

k� 1

�s(k):

Notons que la demande de service mo y enne est égale à �s=� et le taux de c harge est donné par

� = � �s=� . On supp ose que la �le est stable :

� =
� �s
�

< 1: (1.18)
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Macr o-état. Soit n le nom bre de clien ts présen ts dans la �le. On s'ap erçoit que ce macro-état

ne su�t pas p our décrire l'év olution du système en tier. Il faut considérer de plus les phases de

service de tous les clien ts a�n d'a v oir un pro cessus mark o vien décriv an t le système.

Micr o-état. P osons x l la phase de service du clien t en p osition l , le micro-état de la �le est

dé�ni par le v ecteur de ligne x = ( x1; : : : ; xn ) . P ar exemple, x2 = 3 v eut dire que le clien t en

p osition 2 est à sa troisième phase de service. On a : n = jxj , où jxj signi�e la longueur du v ecteur

x . P ar con v en tion, p osons x = ; et n = j;j = 0 si la �le est vide.

L'espace de micro-états est l'ensem ble X = f;g[f x = ( x1; : : : ; xn ) : n � 1; x i � 1; 1 � i � ng.

Notons X (n) = f x : jxj = ng l'ensem ble des micro-états corresp ondan ts au même macro-état

n . P our tous x 2 X (n) et l = 1 ; : : : ; n + 1 , notons T k;l x le micro-état obten u à partir de x en

a joutan t un clien t en k ème

phase de service à la p osition l dans la �le suiv an t la règle de décalage

dé�nie aupara v an t. De même, p our tous x 2 X (n) et l = 1 ; : : : ; n , notons Tl x le micro-état

obten u à partir de x en e�açan t le clien t en p osition l .

Théorème 1.13 Dans une �le d'attente symétrique stable (1.18), la distribution stationnair e du

pr o c essus markovien dé crivant le micr o-état est donné e p ar l'expr ession explicite suivante :

� (x) = (1 � � )
�

�
�

� n nY

l=1

�s(x l ); 8x 2 X :

Preuv e. Les transitions de ce pro cessus mark o vien son t n ulles à part les transitions suiv an tes :

� Arriv ée d'un nouv eau clien t à la p osition l , menan t la �le de l'état x à l'état T1;l x :

q(x; T 1;l x) = �� (l; n + 1) ; l = 1 ; : : : ; n + 1 :

� Changemen t de phase de service du clien t en p osition l , menan t la �le de l'état x à l'état

x + el , où el désigne le v ecteur unitaire de dimension n don t la l ème

comp osan te est égale

à 1 et les autres son t n ulles :

q(x; x + el ) = �� (l; n )
�s(x l + 1)

�s(x l )
; l = 1 ; : : : ; n:

� Départ du clien t en p osition l , menan t la �le de l'état x à l'état Tl x :

q(x; Tl x) = �� (l; n )
s(x l )
�s(x l )

; l = 1 ; : : : ; n:

À partir de ces probabilités de transition, on p eut v éri�er sans di�culté les équations de

balance partielle p our la source :

� (x)q(x; T 1;l x) =
X

d� 1

� (Td;l x)q(Td;l x; x ); 8x 2 X ; l = 1 ; : : : ; n + 1 ;
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et celles p our la p osition l :

� (x)
�

q(x; x + el ) + q(x; Tl x)
�

= � (Tl x)q(Tl x; x ) + � (x � el )q(x � el ; x);

p our tous x 6= ; et l = 1 ; : : : ; n .

Ces équations de balance partielle assuren t le système d'équations de balance globale :

� (x)
X

y2X

q(x; y) =
X

y2X

� (y)q(y; x):

Et ce système d'équations de balance globale mon tre que � est b el et bien la distribution sta-

tionnaire du pro cessus mark o vien représen tan t le micro-état de la �le symétrique.

�

Corollaire 1.14 Dans une �le d'attente symétrique stable, si les demandes de servic e sont i.i.d.

de loi mélange de distributions d'Erlang, la distribution stationnair e du nombr e de clients est à

forme gé ométrique et donné e p ar :

� 0(n) = (1 � � )� n ; n � 0:

Preuv e. En somman t sur tout x 2 X (n) , on obtien t l'expression de � 0
:

� 0(n) =
X

x2X (n)

� (x)

=
X

x1 ;:::;x n

(1 � � )
�

�
�

� n nY

l=1

�s(x l )

= (1 � � )
�

�
�

� n

�sn

= (1 � � )� n :

�

Remarquons que l'expression de la distribution stationnaire du nom bre de clien ts ne dép end

pas des paramètres s; �s du mélange de distributions d'Erlang. Le système est donc insensible à

la distribution des demandes de service, au moins p our les mélanges de distributions d'Erlang,

la distribution stationnaire du nom bre de clien ts est à forme géométrique et ne dép end que du

taux de c harge � :

� 0(n) = (1 � � )� n ; n � 0:

Le nom bre mo y en de clien ts dans la �le est alors donné par

E[n] =
�

1 � �
;

et le temps de séjour mo y en d'un clien t est donné par

E[T] =
�s

� (1 � � )
:
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Corollaire 1.15 (T emps de séjour c onditionnel) L e temps de séjour moyen d'un client est

pr op ortionnel au nombr e de phases de servic e qu'il demande k et est donné p ar :

k
� (1 � � )

:

Preuv e. Notons N l le nom bre de clien ts en l ème

phase de service dans la �le. À partir de

l'expression explicite de la distribution stationnaire � dans le Théorème 1.13, on p eut déterminer

la loi de cette v.a. N l :

P(Nk = m) =
X

n� m

P(Nk = m et jxj = n)

=
X

n� m

(1 � � )
� �

�

� n
�

n
m

�
�s(l )m

�
�s � �s(l )

� n� m

=
�

1 �
�s(l )�=�

1 � � + �s(l )�=�

�� �s(l )�=�
1 � � + �s(l )�=�

� m
; 8m � 0:

Le nom bre mo y en de clien ts en l ème

phase dans la �le est donc donné par

E[N l ] =
�s(l )�

� (1 � � )
:

D'après la loi de Little, le temps mo y en qu'un clien t soit dans sa l ème

phase de service sac han t

qu'il demande au moins l phases est donné par

E[N l ]
� �s(l )

=
1

� (1 � � )
:

Remarquons que cette quan tité ne dép end pas de la phase l . Alors sac han t qu'un clien t demande

k phases de service, son t temps de séjour mo y en est donné par :

k
� (1 � � )

:

�
En considéran t les phases in�nitésimales, c.à.d. � � 1 ! 0, on p eut appro c her n'imp orte quelle

demande de service constan te r . Et on p eut déduire que le temps de séjour mo y en d'un clien t

est prop ortionnel à sa demande de service r et est donné par

r
1 � �

:

1.3.2 Métho de des pro cessus semi-mark o viens généralisés

Dans la section précéden te, on a vu la métho de des phases utilisan t l'appro c he d'une loi arbi-

traire de supp ort non-négatif par des mélanges de distributions d'Erlang p our démon trer l'insen-

sibilité des �les d'atten te simples et ultérieuremen t p our démon trer l'insensibilité des réseaux de

�les d'atten te. Dans la théorie de l'insensibilité, il y une autre métho de, dite métho de des pro ces-

sus semi-mark o viens généralisés ( GSMP ) [CMST98 , Miy93, MSS95, Sc h78c , Sc h86 , Sc h78a ] p our

démon trer l'insensibilité de systèmes semi-mark o viens généralisés a v ec des classes de clien ts.
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La notion de GSMP a été in tro duite par K. Matthes en 1962 [Mat64] et a été ensuite dév e-

lopp ée par P . F rank en, D. K önig et R. Sc hassb eger [FKAS82 , Sc h77 , Sc h78b , Sc h78c , Sc h86 ]. Il

s'est a v éré que même si cette notion p ermettait d'étudier l'insensibilité de plusieurs mo dèles, elle

n'était en rev anc he pas capable de représen ter les plus simples �les d'atten te don t l'insensibilité

était conn ue. Même la �le M=GI=1 éc happait aux GSMP [Sc h86 ].

A�n de mo déliser les réseaux de �les d'atten te usuelles, une exten tion de GSMP a été prop osée

par Sc hassb erger et Miy aza w a [Sc h86 , Miy93]. Il s'agit de la notion de R GSMP (Pro cessus Semi-

Mark o vien Généralisé a v ec Réallo cations). Dans cette section, on étudiera cette notion et son

application à une �le d'atten te symétrique simple.

Notations de base

Soien t G , S et D trois ensem bles dénom brables. Les élémen ts de G , S et D son t app elés

resp ectiv emen t macr o-état , emplac ement et typ e d'horlo ge . Dans le mo dèle d'une �le d'atten te

symétrique, on a resp ectiv emen t :

Macr o-états : n - le nom bre de clien ts dans la �le. L'espace des macro-états est G = N .

Emplac ements : une p osition l > 0, représen tan t le clien t à cette p osition dans la �le, et la

p osition virtuelle 0 représen tan t l'arriv ée dans la �le. L'ensem ble des emplacemen ts est S = N .

À c haque macro-état n 2 G est asso cié un sous-ensem ble �ni A(n) 2 G app elé l'ensem ble des

emplacemen ts actifs , c.à.d. des emplacemen ts qui p euv en t délenc her une transition à l'état n .

Dans la �le symétrique, ce sous-ensem ble A(n) est f 0; 1; : : : ; ng où l'emplacemen t 0 représen te la

pro c haine arriv ée dans la �le et les emplacemen ts 1; : : : ; n représen ten t les n clien ts dans la �le.

T yp es d'horlo ge : Chaque emplacemen t actif l 2 A(n) p ossède une horloge don t le t yp e est noté

par � (l; n ) . Le t yp e d'horloge détermine la distribution du temps de séjour nominal de l'horloge

corresp ondan t, ou encore la distribution de la demande de service du clien t corresp ondan t dans

la �le symétrique.

Dans la �le symétrique, la p osition 0 p ossède un t yp e d'horloge indép endan t du macro-état

n , app elons a ce t yp e d'horloge. De même, le t yp e d'horloge des autres p ositions est indép endan t

de l'état n , app elons b ce t yp e d'horloge :

� (0; n) = a; 8n � 0; et � (l; n ) = b; 8n � 1; l = 1 ; : : : ; n;

car les in terv alles en tre les arriv ées successiv es son t i.i.d. et les demandes de service son t aussi

i.i.d. dans notre exemple d'une �le symétrique.

T ransitions de macro-états

À c haque emplacemen t, il y a une horloge décomptan t le temps de séjour nominal résiduel.

Dans la �le symétrique simple, le temps de séjour résiduel de la p osition virtuelle 0 est réduit

a v ec la vitesse constan te c(0; n) = 1 et celui de la p osition l; l = 1 ; : : : ; n , est réduit a v ec la

vitesse c(l; n ) = � (l; n ) . P our simpli�er les notations, notons � (0; n) la vitesse constan te 1, alors

c(l; n ) = � (l; n ) p our tous n � 0 et l = 0 ; : : : ; n .
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Dans le mo dèle d'une �le d'atten te symétrique, il n'y a que deux t yp es de transitions, cor-

resp ondan t à deux t yp es d'horloge :

A rrivé e. P our le t yp e d'horloge a, si l'horloge à l'emplacemen t 0 s'épuise, une arriv ée aura

lieu : une nouv elle horloge sera créée à cet emplacemen t 0 déterminan t le pro c hain instan t

d'arriv ée et une autre horloge sera créée à un certain emplacemen t, décomptan t le temps de

séjour nominal du clien t qui vien t d'arriv er. Dans la �le symétrique, cette dernière horloge est

placée à l'emplacemen t l a v ec la probabilité � (l; n + 1) , l = 1 ; : : : ; n + 1 .

Le nouv eau macro-état sera n + 1 et l'ensem ble des emplacemen ts actifs sera A(n + 1) =
f 0; 1; : : : ; n+1g. Notons que le décalage des anciens clien ts corresp ond à une r é al lo c ation bije ctive

d'horloges :

� (n;U;n +1 ;U 0) : A(n) n U �! A(n + 1) n U0; (1.19)

où U := f 0g est l'ensem ble des emplacemen ts des horloges qui se son t épuisées et U0 := f 0; lg est

l'ensem ble des emplacemen ts des nouv elles horloges, de telle sorte que le t yp e de c haque horloge

reste inchangé :

� (l0; n + 1) = � (� � 1
(n;U;n +1 ;U 0) (l

0); n); 8l0 2 A(n + 1) n U0
(1.20)

Dans notre mo dèle d'une �le symétrique :

� (n;U;n +1 ;U 0) (l
0) =

�
l0 si 1 � l0 � l � 1
l0+ 1 si l � l0 � n

et le t yp e de ces horloges reste égal à b.

Le taux de cette transition est donné par

p(n; U; n + 1 ; U0) = � (l; n + 1) :

Dép art. P our le t yp e d'horloge b, si l'horloge à l'emplacemen t l; l = 1 ; : : : ; n; s'épuise, un

départ aura lieu : le macro-état sera n � 1, l'ensem ble des emplacemen ts actifs deviendra A(n �
1) = f 0; : : : ; n � 1g. L'ensem ble des emplacemen ts des horloges qui s'épuisen t sera U = f lg et

aucune nouv elle horloge ne sera créée dans cette transition : U0 = ; . Le décalage des autres

clien ts corresp ond à une réallo cation bijectiv e d'horloges similaire :

� (n;U;n � 1;U 0) : A(n) n U �! A(n � 1) n U0;

a v ec

� (n;U;n � 1;U 0)(l
0) =

�
l0 si 0 � l0 � l � 1
l0� 1 si l + 1 � l0 � n

la condition (1.20) est toujours remplie car le t yp e d'horloges réallouées reste toujours égal à b.

Dans ce cas, le taux de transition est égal à la constance 1 :

p(n; U; n � 1; U0) = 1 :
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On app elle le mo dèle formalisé ci-dessus un Schéma Semi-Markovien Génér alisé ave c R é al-

lo c ations (R GSMS).

Notons X (t) le macro-état du système à l'instan t t , alors le pro cessus sto c hastique f X (t); t �
0g n'est mark o vien que dans p eu de cas, à sa v oir, lorsque tous les temps de séjour nominaux

son t indép endan ts et suiv en t des lois exp onen tielles. Ainsi, il faut en général considérer des

informations supplémen taires a�n de décrire complètemen t l'év olution du système.

P our tout t yp e d'horloge d 2 D , notons Fd la fonction de distribution du temps de séjour

nominal des horloges de t yp e d. On supp ose que

Fd(0+) = 0 et � � 1
d :=

Z 1

0
(1 � Fd(u))du < 1 ; 8d 2 D; (1.21)

et que les temps de séjour nominaux son t indép endan ts. Dans notre mo dèle d'une �le symétrique,

on a les mo y ennes :

� � 1
a = � � 1

et � � 1
b = � � 1:

P our X (t) = n et p our toute l 2 A(n) , notons Rl (t) le temps de séjour nominal résiduel

de l'horloge à l'emplacemen t l à l'instan t t et Y(t) = ( Rl (t); l 2 A(X (t))) . P osons Z (t) =
(X (t); Y (t)) le micro-état du système à l'instan t t .

Dans un premier temps, supp osons que tous les temps de séjour nominaux suiv en t des lois

exp onen tielles. Alors le pro cessus f X (t); t � 0g est mark o vien et dans ce cas, une mesure de

probabilité � (n) est la distribution stationnaire du pro cessus mark o vien f X (t)g si et seulemen t

si � est solution du système d'équations de balance globale :

� X

l2 A (n)

c(l; n )� � (l;n )

�
� (n) =

X

n02 G

X

l02 A(n0)

X

U� A(n)

c(l0; n0)� � (l0;n0) � (n0)p(n0; U0; n; U); (1.22)

p our tout n 2 G , où l'ensem ble U0
se comp ose d'un seul emplacemen t l0 corresp ondan t à l'horloge

épuisée.

D'ailleurs, la condition :

X

n2 G

X

l2 A (n)

c(l; n )� � (l;n ) � (n) < 1 (1.23)

est nécessaire et su�san te p our que la c haîne incluse du pro cessus f X (t)g considéré aux instan ts

de saut soit récurren te p ositiv e.

Dans ce cas exp onen tiel, les équations de balance globale (1.22) p our une �le symétrique son t

équiv alen tes à celles p our une �le d'atten te M=M=1, elles admetten t une unique solution :

� (n) = (1 � � )� n ; 8n 2 G; (1.24)

où � = �=� désigne le taux de c harge de la �le.

Ensuite, retournons au cas général a v ec une famille de distributions arbitraires des demandes

de service f Fd; d 2 Dg. On considérera de plus un système d'équations de balance, app elé le
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système d' é quations de b alanc e lo c ale . A�n de dé�nir ce système, notons D 0 � D le sous-ensem ble

de t yp es d'horloge tel que Fd soit exp onen tielle p our tout d 2 D 0
, et notons D 00= DnD 0

l'ensem ble

complémen taire de t yp es d'horloge tel que Fd soit une fonction de distribution arbitraire p our

tout d 2 D 00
. Et puis p our tout n 2 G , notons A00= f l : l 2 A(n); � (l; n ) 2 D 00g l'ensem ble des

emplacemen ts actifs don t le t yp e d'horloge est dans D 00
. Alors le système d'équations de balance

lo cale est donné par :

c(l; n )� � (l;n ) � (n) =
X

n02 G

X

l02 A(n0)

X

U:l2 U

c(l0; n0)� � (l0;n0) � (n0)p(n0; l0; n; U); (1.25)

p our tous n 2 G et l 2 A00(n) .

Littéralemen t, ces équations de balance lo cale v eulen t dire que le �ux de probabilité corres-

p ondan t à la mort d'une horloge quelconque dans le macro-état n est égal au �ux de probabilité

corresp ondan t à la naissance de cette horloge menant le système au même état n .

Jansen, K önig, Miy aza w a et Sc hassb erger [KJ77 , Miy93, Sc h78c ] on t mon tré que les équations

de balance globale, la récurrence p ositiv e et les équations de balance lo cale dé�nies ci-dessus son t

nécessaires et su�san tes p our la dé c omp osabilité en forme pr o duit de la distribution stationnaire

du pro cessus f Z (t)g.

Prop osition 1.16 Soit f � (n); n 2 Gg une mesur e de pr ob abilité. A lors � satisfait les c onditions

(1.22), (1.23) et (1.25) si et seulement si la distribution stationnair e du pr o c essus f Z (t)g est :

P
�

X (t) = n; R l (t) � x l ; l 2 A(n)
�

= � (n)
Y

l2 A (n)

F (r )
� (l;n )(x l ) (1.26)

et l'intensité du pr o c essus p onctuel c onsidér é aux instants de sauts de f Z (t)g est �nie, où F (r )
d (x)

est donné e p ar � d
Rx

0 (1 � Fd(u))du. Dans c e c as, on dit que la distribution stationnair e de f Z (t)g
est dé c omp osable en forme pr o duit.

Remarque 1.1 Si le système est dé c omp osable en forme pr o duit, la mesur e de pr ob abilité � ,

solution des systèmes d'é quations de b alanc e (1.22) et (1.25), est la distribution stationnair e du

nombr e de clients dans le système. Cette distribution stationnair e ne dép end des fonctions de

distribution f Fd; d 2 D 00g qu'à tr avers leurs moyennes f � � 1
d ; d 2 D 00g et on dit que le système est

insensible p ar r app ort à l'ensemble D 00
.

Cette remarque est simplemen t déduite de la Prop osition 1.16 en faisan t tendre les x l v ers 1
dans l'expression (1.26). Notons que la décomp osabilité implique l'insensibilité à la distribution

des temps de séjour nominaux mais la récipro que est fausse. On p eut trouv er dans la Section 2.4.2

un exemple in téressan t d'une �le d'atten te a v ec un nom bre �ni de places où l'on a l'insensibilité

mais pas la décomp osabilité.

Appliquons main tenan t ces résultats p our notre mo dèle d'une �le d'atten te symétrique a v ec

D 00= f 1; : : : ; ng. Cet ensem ble représen te tous les clien ts dans la �le, on supp ose que la p osition
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virtuelle 0 p ossède une horloge exp onen tielle, c.à.d. que le pro cessus d'arriv ées est de P oisson.

La mesure de probabilité � (n) = (1 � � )� n
dé�nie en (1.24) satisfait la condition de récurrence

p ositiv e (1.23) :

�� (0) +
X

n� 1

(� + � )� (n) < 1 :

On observ e que la vitesse c(l; n ) de l'horloge en p osition l est égale à la probabilité de

transition p(n � 1; f 0g; n; f 0; lg) , grâce à la symétrie de la �le. Alors les équations de balance

lo cale (1.25) son t remplies :

�c (l; n )� (n) = �p (n � 1; f 0g; n; f 0; lg)� (n � 1); 8n 2 G; l 2 A00(n):

D'après la Prop osition 1.16, dans une �le d'atten te symétrique, la distribution stationnaire

du pro cessus mark o vien décriv an t le micro-état de la �le est dé c omp osable en forme pr o duit . Et

par conséquence, d'après la Remarque 1.1, la distribution stationnaire du nom bre de clien ts est

la mesure de probabilité � , indép endammen t de la distribution des demandes de service. Donc,

la �le symétrique est insensible à la distribution des demandes de service.

1.4 Réseaux de �les d'atten te

On a étudié les �les d'atten te simples commes les �les M=M=1 et les �les symétriques. Mais

en pratique, on rencon tre souv en t un réseau de �les d'atten te et pas une �le d'atten te simple.

Imaginons que les �les d'atten te son t connectées d'une certaine manière. Considérons par exemple

une �le PS et une �le LIF O préemptiv e en tandem, v oir Figure 1.10.

PS LIFO

Fig. 1.10 � Réseau d'une �le PS et une �le LIF O préemptiv e en tandem.

Dans ce réseau simple de deux �les d'atten te, les clien ts arriv en t à la première �le, y de-

manden t des services i.i.d. de loi arbitraire et partagen t équitablemen t la capacité totale de cette

�le. Une fois qu'ils �nissen t leur service à la première �le, ils con tin uen t leur route à la deuxième

�le, et encore une fois, ils demanden t des services de loi arbitraire, mais dans cette deuxième �le,

le dernier clien t est servi a v ec la capacité totale a v an t de quitter le réseau. Comme les disciplines

PS et LIF O préemptiv e fon t partie des disciplines symétriques, elles son t insensibles. Ce fait

implique-t-il l'insensibilité du réseau de deux �les PS et LIF O préemptiv e en tandem ?

On considérera dans cette partie des réseaux de �les d'atten te, en particulier, des réseaux de

Jac kson et des réseaux de Whittle. On mon trera l'insensibilité des réseaux de Whittle de �les PS

et puis la condition nécessaire et su�san te de l'insensibilité d'un réseau de Jac kson de �les PS

a v ec capacités de service dép endan tes de l'état.
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1.4.1 Réseaux de Jac kson

Dans cette partie, la dé�nition des réseaux de Jac kson de �les d'atten te M=M=1 sera donnée

et quelques notations seron t in tro duites. En particulier, on trouv era ici la dé�nition du routage

de Jac kson, des équations de tra�c et des capacités de service dép endan tes de l'état du réseau.

Considérons un réseau ouv ert de I �les d'atten te :

A rrivé es. À c haque �le i , les clien ts arriv en t suiv an t un pro cessus de P oisson d'in tensité � i .

Demandes de servic e. Les clien ts dans la �le i demanden t des services exp onen tiels i.i.d. de

mo y enne 1=� i , i = 1 ; : : : ; I .

R outage de Jackson. Après l'accomplissemen t de service à la �le i , un clien t est dirigé v ers la

�le j a v ec la probabilité de routage pij et quitte le réseau a v ec la probabilité pi = 1 �
P I

j =1 pij .

Un exemple de routage de Jac kson est illustré dans la Figure 1.11.

pik

pji

p
j

pkk

p
k

ijp

k

j

i

Fig. 1.11 � Routage de Jac kson.

Équations de tr a�c. Le taux d'arrivé e e�e ctif � i à la �le i est alors dé�ni par les é quations de

tr a�c :

� i = � i +
IX

j =1

� j pj i ; i = 1 ; : : : ; I: (1.27)

Dans la suite, on supp ose que ces équations de tra�c admetten t une unique solution (� 1; : : : ; � I ) .

Supp osons de plus que tous les clien ts viennen t d'une sour c e unique. En somman t les équations

de tra�c (1.27), on obtien t donc une nouv elle équation de tra�c p our cette source :

IX

i =1

� i =
IX

i =1

� i pi :

On parlera ultérieuremen t aussi des équations de balance partielle p our cette source.

Le mo dèle dé�ni ci-dessus est app elé un r ése au de Jackson de �les d'atten te M=M=1.

Notons � i = � i =� i le taux de char ge de la �le i .
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État du r ése au. Notons n i le nom bre de clien ts dans la �le i et n = ( n1; : : : ; nI ) l'état du

réseau. Alors l'espace d'états est G = NI
.

Cap acités unitair es. Dans ce mo dèle de réseau de Jac kson, supp osons que la capacité de

service de c haque �le est égale à 1.

Comme le pro cessus d'arriv ée est p oissonnien et les demandes de service son t i.i.d. de loi

exp onen tielle, le pro cessus sto c hastique

�
X (t); t � 0

�
décriv an t l'év olution du nom bre de clien ts

à c haque �le est un pro cessus mark o vien. Soit ei le v ecteur unitaire don t la i ème

comp osan te est

égale à 1 et les autres son t n ulles. Alors lorsque le réseau est dans l'état n , les taux de transition

son t n uls à part les trois transitions suiv an tes :

� une arriv ée à la �le i menan t le réseau à l'état n + ei a v ec le taux de transition

q(n; n + ei ) = � i ; n 2 G;

� un départ de la �le i menan t le réseau à l'état n � ei a v ec le taux de transition

q(n; n � ei ) = � i (n)� i pi ; n i � 1;

� un mouv emen t d'un clien t à la �le i v ers la �le j menan t le réseau à l'état n � ei + ej a v ec

le taux de transition

q(n; n � ei + ej ) = � i (n)� i pij ; n i � 1:

Alors � est la distribution stationnaire du nom bre de clien ts à c haque �le si et seulemen t si

elle remplit les équations de balance globale :

� (n)
IX

i =1

(� i + � i ) =
IX

i =1

� (n � ei )� i +
IX

i =1

� (n + ei )� i pi +
X

i;j

� (n � ei + ej )� j pj i ;

p our tout n 2 G . À partir d'ici, on note par con v en tion � (n) = 0 si n n'est pas dans l'espace

d'états G .

Capacités de service dép endan tes de l'état du réseau.

Les réseaux de �les d'atten te p euv en t représen ter des réseaux de données arbitraires. La

capacité d'une �le dans ce cas corresp ond à la bande passan te allouée aux �ots de données sur

une route particulière dans le réseau de données. Alors ces �ots doiv en t partager les liens de

connexion comm uns a v ec les autres �ots de la même route et aussi a v ec les �ots d'autres routes.

P ar conséquence, la capacité de service d'un no eud dép end en général du nom bre de clien ts à

c haque no eud. D'où l'imp ortance et l'in térêt d'étudier les réseaux de �les d'atten te a v ec capacités

de service dép endan tes du nom bre de clien ts à c haque �le.

Supp osons main tenan t que la capacité de c haque �le d'atten te i est une fonction � i (n) dé-

p endan te de l'état du système n . Supp osons que � i (n) > 0 si et seulemen t si n i > 0.
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Dans ce nouv eau réseau a v ec capacités de service dép endan tes de l'état, � est la distribution

stationnaire du nom bre de clien ts à c haque �le si et seulemen t si elle remplit les équations de

balance globale :

� (n)
IX

i =1

�
� i + � i (n)� i

�
=

IX

i =1

� (n � ei )� i +
IX

i =1

� (n + ei )� i (n + ei )� i pi

+
X

i;j

� (n � ei + ej )� j (n � ei + ej )� j pj i ; (1.28)

p our tout n 2 G .

1.4.2 Réseaux de Whittle.

Une classe particulière de réseaux de �les d'atten te, conn ue sous le nom de réseaux de Whittle

[Ser99 ], est caractérisée par la pr opriété d'é quilibr e suiv an te.

Dé�nition 1.17 L es c ap acités de servic e dans un r ése au de �les d'attente sont dites é quilibr é es

si :

� i (n)� j (n � ei ) = � j (n)� i (n � ej ); i; j = 1 ; : : : ; I : n i > 0; n j > 0:

Soit < n; n � ei 1 ; : : : ; n � ei 1 � : : : � ei m � 1 ; 0 > un c hemin direct de l'état n à l'état 0, de

longueur m où m = n1 + : : : + nI donne le nom bre total de clien ts dans l'état n . La propriété

d'équilibre imp ose que l'expression

�( n) =
1

� i 1 (n)� i 2 (n � ei 1 ) : : : � i m (n � ei 1 � : : : � ei m � 1 )
(1.29)

est indép endan te du c hemin considéré. En particulier, les capacités � i (n) son t exclusiv emen t

caractérisées par la fonction d'équilibre � :

� i (n) =
�( n � ei )

�( n)
; i = 1 ; : : : ; I; x i > 0: (1.30)

Récipro quemen t, s'il existe une fonction � telle que les capacités satisfon t (1.30), ces capacités

son t équilibrées. On dit que ces capacités son t équilibrées par la fonction � .

On a le résultat clef suiv an t.

Théorème 1.18 Dans un r ése au de Whittle, la distribution stationnair e du nombr e de clients à

chaque �le est à forme pr o duit et donné e p ar :

� (n) = C�( n)
IY

i =1

� n i
i ; n 2 G;
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si le r ése au est stable, c'est à dir e

X

n2 G

�( n)
IY

i =1

� n i
i < 1 ;

et C est la c onstanc e de normalisation :

C =
� X

n2 G

�( n)
IY

i =1

� n i
i

� � 1
:

Preuv e. La démonstration consiste à v éri�er les équations de balance partielle p our la source :

� (n)
IX

i =1

� i =
IX

i =1

� (n + ei )� i (n + ei )� i pi ; 8n 2 G;

et celles p our c haque �le i; i = 1 ; : : : ; I :

� (n)� i (n)� i = � (n � ei )� i +
IX

j =1

� (n � ei + ej )� j (n � ei + ej )� j pj i ; 8n 2 G:

En tenan t en compte que les capacités � i (n) son t équilibrées par la fonction �( n) , ces équa-

tions de balance partielle son t équiv alen tes aux équations de tra�c, resp ectiv emen t :

IX

i =1

� i =
IX

i =1

� i pi ;

et

� i = � i +
IX

j =1

� j pj i :

�

1.4.3 Insensibilité de la discipline PS

Les �les d'atten te PS on t été traditionnellemen t utilisées p our décrire des systèmes m ulti-

accès d'ordinateurs [Kle75 ], ou encore p our décrire le pro cessus de fonctionnemen t d'une unité

cen trale de traitemen t dans un ordinateur, où les tâc hes partagen t équitablemen t la capacité de

cette unité cen trale. On p eut v oir ultérieuremen t dans le Chapitre 4 que ces �les PS son t utilisées

récemmen t dans les réseaux de donnée p our mo déliser les liens de connexion don t les capacités

son t partagées équitablemen t par les �ots de données qui passen t par ces liens [BFBP

+
01, BM01,

BP02a , BPRR01, MR00, BT07a ].

Dans cette section, on considérera les réseaux de �les PS a v ec routage de Jac kson et a v ec

capacités dép endan tes de l'état. On mon trera tout d'ab ord l'insensibilité des réseaux de Whittle

de �les PS et ensuite, on remon trera qu'un réseau de �les PS est insensible si et seulemen t s'il
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s'agit d'un réseau de Whittle de �les PS. Cette équiv alence on t été établie par Bonald et Proutière

en 2002 [BP02b ].

D'après le Théorème 1.18, les réseaux de Whittle son t insensibles aux taux d'arriv ée, aux taux

de service et aux probabilités de routage, c.à.d. que la distribution stationnaire du pro cessus

mark o vien décriv an t l'état du système n ne dép end de ces quan tités qu'à tra v ers les taux de

c harge � 1; : : : ; � I .

Les réseaux de Whittle son t aussi conn us p our être insensibles à la distribution des demandes

de service. P our la classe des distributions de Co x, qui forme un sous-ensem ble dense de l'ensem ble

de toutes les distributions de v ariables aléatoires p ositiv es, cette propriété est une conséquence

directe du résultat suiv an t.

Prop osition 1.19 Considér ons un r ése au de �les PS tel que la c ap acité totale de deux �les, p ar

exemple, 1 et 2, ne dép end des nombr es de clients pr ésents à c es �les qu'à tr avers leur somme et

est p artagé e é quitablement à leurs clients, c.à.d. que

� 1(n)
n1

=
� 2(n)

n2
=

� 1(n) + � 2(n)
n1 + n2

; n1 > 0; n2 > 0:

A lors les c ap acités � 1; : : : ; � I sont é quilibr é es p ar la fonction � si et seulement si les fonctions

� 1 + � 2; � 3; : : : ; � I sont é quilibr é es p ar

~� , ave c

�( n) =
�

n1 + n2

n1

�
~�(~n); ~n = ( n1 + n2; n3; : : : ; nI ):

Preuv e. La démonstration est déduite directemen t de la caractérisation de la propriété d'équi-

libre (1.30).

�

Considérons un réseau de Whittle tel que la capacité totale de deux �les, par exemple, 1 et

2, ne dép end des nom bres de clien ts présen ts à ces �les qu'à tra v ers leur somme et est partagée

équitablemen t à leurs clien ts. D'après la Prop osition 1.19 et le Théorème 1.18, la distribution

stationnaire du pro cessus mark o vien décriv an t l'état du système est donnée par

� (n) = C
�

n1 + n2

n1

�
~�(~n)

IY

i =1

� n i
i ;

où C est la constance de normalisation.

En particulier, la distribution stationnaire ~� des nom bres de clien ts aux �les 1 + 2; 3; : : : ; I
est donnée par

~� (~n) = C ~�(~n)( � 1 + � 2)n1+ n2

IY

i =3

� n i
i ; (1.31)

où C est la constance de normalisation.

Considérons main tenan t un réseau de Whittle où les distributions exp onen tielles des de-

mandes de service son t remplacées par une distribution de Co x de ki phases exp onen tielles i.i.d.
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d'une même mo y enne. Alors la �le d'atten te i a v ec les demandes de service de distribution de

Co x de ki phases est équiv alen te à un réseau linéaire de ki �les PS a v ec les demandes de service

exp onen tielles. De plus, la capacité totale de ces ki �les ne dép end des nom bres de clien ts pré-

sen ts à ces �les quà tra v ers leur somme et est partagé équitablemen t à tous les clien ts. D'après la

Prop osition 1.19, c'est encore un réseau de Whittle a v ec les capacités équilibrées. Alors d'après

la propriété que l'on vien t d'établir (1.31), la distribution stationnaire du nom bre de clien ts à

c haque �le dans notre réseau initial reste inc hangée.

En conclusion, les réseaux de Whittle son t insensibles aux distributions des demandes de

service, au moins p our la classe des distributions de Co x.

Dans la suite, on établira la condition nécessaire et su�san te p our qu'un réseau de Jac kson

de �les PS a v ec capacités dép endan tes de l'état soit insensible à la distribution des demandes de

service.

Théorème 1.20 Un r ése au de �les PS est un r ése au de Whittle si et seulement si la distribution

stationnair e du nombr e de clients à chaque �le n r este inchangé e lorsque les clients demandent

des servic es de loi hyp er exp onentiel le de p ar amètr e � i et de moyenne 1=� i , c.à.d. un servic e

exp onentiel de moyenne 1=� i � 1=� i ave c la pr ob abilité � i et un servic e nul ave c la pr ob abilité

1 � � i , p our tous i et 0 < � i < 1.

Preuv e. On a mon tré aupara v an t qu'un réseau de Whittle est insensible à la distribution des

demandes de service. Dans un réseau de Whittle, la distribution stationnaire de l'état n n'est

donc pas c hangée lorsque les clien ts demanden t des services h yp erexp onen tiels au lieu des services

exp onen tiels.

Il ne nous reste plus qu'à démon trer le sens in v erse. Supp osons que la distribution stationnaire

du nom bre de clien ts à c haque �le est inc hangée lors que les clien ts demandes des services

h yp erexp onen tiels. On mon trera que les capacités � i (n) son t équilibrées a�n de conclure que le

réseau est de Whittle.

Lors que les demandes de service son t h yp erexp onen tielles, le système est équiv alen t à un

nouv eau réseau de �le PS a v ec les demandes de service exp onen tielles de mo y enne 1=� i � i a v ec

les nouv eaux taux d'arriv ée et a v ec le nouv eau routage :

� T aux d'arriv ée : �� i = � i � i .

� Routage : �pij = � j pij +
P

k pik (1 � � k )�pkj .

� Les nouv eaux taux d'arriv ée e�ectifs son t

�� i = �� i +
X

j

�� j �pj i :

Alors les nouv eaux taux de c harge son t donnés par

�� i =
�� i

� i � i
:

Remarquons que la distribution stationnaire du nom bre de clien ts à c haque �le reste inc hangée

si et seulemen t si ces nouv eaux taux de c harge �� son t égaux aux anciens taux de c harge � , ce
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qui est équiv alen t à dire que le nouv eau taux d'arriv ée doit satisfaire :

�� i = � i � i p our toute i .

Cette condition nous suggère qu'en faisan t � 1 v ers 0, le réseau asymptotique est équiv alen t à un

réseau partiel de I � 1 �les 2; : : : ; I . Dans la suite, on utilisera cette remarque p our mon trer par

récurrence sur le nom bre de �les dans le réseau que les capacités � i (n) son t équilibrées :

� i (n) =
�( n � ei )

�( n)
; i = 1 ; : : : ; I; (1.32)

par la fonction

�( n) =
� (n)

Q I
i =1 � n i

i

:

P our I = 1 , le réseau consiste en une �le PS simple de capacité � 1(n) et une mesure station-

naire est donnée par

� (n) =
1

Q n1
l=1 � 1(l )

� n1
1 :

Alors évidemmen t, la capacité � 1(n) satisfait la propriété d'équilibre (1.32) a v ec :

�( n) =
� (n)
� n1

1
:

Supp osons que le résultat est v alable p our I � 1. Considérons un réseau de I �les PS.

Remarquons tout d'arb ord que p our les probabilités de routage, si pii > 0 p our une certaine

�le i , l'état du réseau est en fait le même que celui d'un réseau a v ec taux de service ~� i = � i (1� pii )
et a v ec probabilités de routage ~pij = pij =(1 � pij ) si j 6= i , et ~pii = 0 . Alors on p eut supp oser

que les probabilités de routage pii = 0 p our toutes i = 1 ; : : : ; I .

Supp osons que la distribution stationnaire du nom bre de clien ts à c haque �le est � (n) lorsque

les demandes de service à la �le i son t i.i.d. de loi h yp erexp onen tielle de paramètre � i et de

mo y enne 1=� i p our toutes paramètres � 1; : : : ; � I .

F aisons � 1 tendre v ers 0 alors le système asymptotique est le réseau partiel de I � 1 �les PS

2; 3; : : : ; I a v ec de nouv eaux taux d'arriv ée et routage :

~� i = � i + � 1p1i ; ~pij = pij + pi 1p1j ; et ~pi = 1 �
X

j 6=1

~pij ; i; j 6= 1 :

Les équation de tra�c (1.27) deviennen t donc

~� i = ~� i +
IX

j =2

~� j ~pj i

= � i +
IX

j =2

~� j pj i + ( � 1 +
IX

j =2

~� j pj 1)p1i ; i = 1 ; : : : ; I:

Ces équations de tra�c admetten t une solution unique (� 2; : : : ; � I ) , où � 2; : : : ; � I son t les taux

d'arriv ée e�ectifs de notre réseau initial. Cela implique que les taux d'arriv ée e�ectifs � 2; : : : ; � I
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du réseau partiel de I � 1 �les son t les mêmes du réseau initial. D'autre part, les mo y ennes de

service � � 1
2 ; : : : ; � � 1

I son t les mêmes, alors les taux de c harge � 2; : : : ; � I le son t aussi.

P ar conséquence, p our tout n1 �xé, � (n1; �) est une mesure stationnaire du nom bre de clien ts

à c haque �le p our le réseau partiel de I � 1 �les PS 2; : : : ; I , de capacités � 2(n1; �); : : : ; � I (n1; �) .

Cette mesure stationnaire est v alide p our toutes demandes de service h yp erexp onen tielles. P ar

l'h yp othèse de récurrence, ces capacités son t équilibrées par la fonction

�( n1; �) =
� (n1; �)

Q I
i =2 � n i

i

:

En m ultiplian t cette fonction par la constance 1=� n1
1 , on obtien t à nouv eau une fonction

d'équilibre

�( n) =
� (n)

Q I
i =1 � n i

i

;

qui satisfait

� i (n) =
�( n � ei )

�( n)
; 8i 6= 1 :

De plus, comme les �les son t toutes équiv alen tes, on obtien t en�n

� i (n) =
�( n � ei )

�( n)
; i = 1 ; : : : ; I;

ce qui mon tre (1.32) p our les réseaux de I �les PS.

En conclusion, un réseau de �les PS est un réseau de Whittle si et seulemen t si la distribution

stationnaire de l'état n reste inc hagée lorsque les clien ts demanden t des services h yp erexp onen tiels

de paramètre � i et de mo y enne 1=� i .

�

On déduit de l'insensibilité des réseaux de Whittle le résultat suiv an t

Corollaire 1.21 Il y a é quivalenc e entr e

1. Un r ése au de �les PS est un r ése au de Whittle de �les PS, c.à.d. que les c ap acités de servic e

sont é quilibr é es.

2. L a distribution stationnair e du nombr e de clients à chaque �le est insensible à la distribution

des demandes de servic e.

3. Cette distribution stationnair e ne dép end des taux d'arrivé e, taux de servic e et pr ob abilités

de r outage qu'à tr avers les taux de char ge � 1; : : : ; � I .

Preuv e. On a mon tré qu'un réseau de Whittle de �les d'atten te PS est insensible à la distribution

des demandes de service alors la première prop osition implique la deuxième. Récipro quemen t, la

deuxième prop osition implique que la distribution stationnaire de l'état n reste inc hangée lorsque

les clien ts demanden t des services h yp erexp onen tiels, alors d'après le Théorème 1.20, ceci est un

réseau de Whitlle de �les d'atten te PS. P ar conséquence, 1 et 2 son t équiv alen tes.
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D'ailleurs, on a mon tré qu'un réseau de Whittle de �les PS ne dép end des taux d'arriv ée,

taux de service et probabilités de routage qu'à tra v ers les taux de c harge alors 1 implique 3. Il

ne nous reste plus qu'à mon trer que 3 implique 1 p our conclure la démonstration.

Supp osons que 3 est satisfaite. Mo di�ons les taux d'arriv ée, taux de service et probabilités

de routage comme suite :

� T aux d'arriv ée ~� 1 = � 1� 1 et ~� i = � i + � 1(1 � � 1)p1i p our i 6= 1 .

� T aux de service ~� 1 = � 1� 1 et ~� i = � i p our i 6= 1 .

� Probabilités de routage ~p1i = p1i , ~pi 1 = pi 1 et ~pij = pij + pi 1(1 � � 1)p1j p our i; j 6= 1 .

Alors on obtien t un nouv eau réseau qui est équiv alen t au réseau initial a v ec demandes de

service h yp erexp onen tielles à la �le 1. La prop osition 3 implique que ce réseau admet la même

distribution stationnaire de l'état n que le réseau initial. De plus, toutes les �les on t le même rôle,

alors le réseau initial satisfait les conditions du Théorème 1.20, donc c'est un réseau de Whittle

de �les PS.

�

Bonald et Proutière [BP02b ] on t mon tré que le temps de séjour mo y en d'un clien t à la �le i
est prop ortionnel à sa demande de service r et est donné par :

r
E[n i ]

� i
:

1.4.4 T aux d'arriv ée et routage dép endan ts de l'état

Supp osons main tenan t que les taux d'arriv ée et les probabilités de routage son t aussi des

fonctions de l'état du réseau : � i (n) et pij (n); pi (n) . Les taux d'arriv ée e�ectifs � i (n) son t dé�nis

par les équations de tra�c :

� i (n) = � i (n) +
IX

j =1

� j (n)pj i (n + ej ):

On supp ose que ces équations de tra�c admetten t une unique solution (� 1(n); : : : ; � I (n)) .

Les taux de c harge dép endron t aussi de l'état n :

� i (n) =
� i (n)

� i
; 8n; 8i:

P osons ensuite

 i (n) =
� i (n � ei )

� i (n)
; n i > 0; (1.33)

on obtien t le résultat suiv an t
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Théorème 1.22 Si les fonctions  1(n); : : : ;  I (n) sont é quilibr é es p ar une fonction p ositive

	( n) , la distribution stationnair e du pr o c essus markovien dé crivant l'état du r ése au est donné e

p ar

� (n) = C	( n)� 1; n 2 G;

où C est la c onstanc e de normalisation :

C =
� X

n2 G

	( n)� 1
� � 1

;

si la c ondition de stabilité est r emplie : 0 < C < 1 .

Preuv e. Comme les taux d'arriv ée et le routage son t en fonction de l'état, les équations de

balance partielle deviennen t, p our la sour c e

� (n)
IX

i =1

� i (n) =
IX

i =1

� (n + ei )� i (n + ei )� i pi (n + ei ); 8n 2 G;

et p our c haque �le i; i = 1 ; : : : ; I :

� (n)� i (n)� i = � (n � ei )� i (n � ei )+
IX

j =1

� (n � ei + ej )� j (n � ei + ej )� j pj i (n � ei + ej ); 8n 2 G:

Comme dans le Théorème 1.18, ces équations de balance partielle son t équiv alen tes aux

équations de tra�c tan t que les fonctions  1(n); : : : ;  I (n) son t équilibrées par la fonction 	( n) .

�

Remarque 1.2 Si les taux de servic e � 1(n); : : : ; � I (n) sont é quilibr és p ar �( n) , les fonctions

 1(n) , : : : ,  I (n) sont é quilibr é es p ar 	( n) si et seulement si les taux de char ge � 1(n � e1); : : : ,

� I (n � eI ) sont é quilibr és p ar �( n) � 	( n) .

Prop osition 1.23 Supp osons que la c ap acité totale de deux �les, p ar exemple 1 et 2, ne dép end

du nombr e de clients pr ésents à c es deux �les qu'à tr avers leur somme et est é quitablement

p artagé e à leurs clients, c.à.d.

� 1(n)
n1

=
� 2(n)

n2
=

� 1(n) + � 2(n)
n1 + n2

; n1; n2 > 0:

Supp osons de plus que � 1(n � e1) + � 2(n � e2) ne dép end de n1 , n2 qu'à tr avers leur somme et

que p our c ertaines c onstanc es w1 , w2 ,

� 1(n � e1)
w1

=
� 2(n � e2)

w2
=

� 1(n � e1) + � 2(n � e2)
w1 + w2

; n1; n2 > 0:

A lors les fonctions  1(n); : : : ;  I (n) sont é quilibr é es p ar 	( n) si et seulement si

� 1 (n� e1)+ � 2 (n� e2 )
� 1(n)+ � 2 (n) ,

 3(n) , : : : ,  I (n) sont é quilibr é es p ar

~	( n) , ave c

	 � 1(n) =
�

n1 + n2

n1

�
wn1

1 wn2
2

(w1 + w2)n1+ n2
~	( n1 + n2; n3; : : : ; nI )� 1:
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Preuv e. La démonstration est déduite du fait que

� 1(n � e1)
� 1(n)

=
n1 + n2

n1
�

w1

w1 + w2
�

� 1(n � e1) + � 2(n � e2)
� 1(n) + � 2(n)

; n1; n2 > 0:

�

Cette prop osition suggère qu'en emprun tan t le raisonnemen t utilisé dans la Section 1.4.3, on

p eut mon trer la condition su�san te de l'insensibilité d'un réseau de Jac kson de �les PS a v ec

capacités, taux de service et routage dép endan ts de l'état. De plus, par récurrence sur le nom bre

de �les dans le réseau, on p eut mon trer que cette condition su�san te est aussi nécessaire p our

a v oir l'insensibilité.

Théorème 1.24 Dans un r ése au de Jackson de �les d'attente PS ave c c ap acités, taux d'arrivé e et

r outage dép endants de l'état, l'insensibilité est é quivalente à la pr opriété d'é quilibr e des fonctions

 1; : : : ;  I dé�nies en (1.33). Dans c e c as, la distribution stationnair e du nombr e de clients à

chaque �le est insensible aux distributions des demandes de servic e, au moins p our la classe des

distributions de Cox, et est donné e p ar

� (n) = C	( n)� 1:
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Dans ce c hapitre, on in tro duira des p erm utations aléatoires de clien ts dans les �les d'atten te

symétriques et dans les réseaux de ces �les. Lorsqu'un nouv eau clien t arriv e à ou quitte une �le,

les autres clien ts présen ts à c haque �le son t p erm utés au hasard au lieu d'un simple décalage

dans la discipline symétrique usuelle. Ces p erm utations aléatoires on t été considérées par Y a-

shk o v [Y as80], Daduna, Sc hassb erger [DS83 , Dad01b ] et Y ates [Y at90 , Y at94 ]. Dans son livre

[Dad01a ], Daduna a considéré les �les à temps discret a v ec des p erm utations aléatoires à c haque

slot de temps, a v an t c haque arriv ée et après c haque départ. Dans cette thèse, on considère les

mo dèles à temps con tin u et on supp ose qu'a v an t c haque arriv ée, après c haque départ et lors d'un

c hangemen t de �les (p our les mo dèles de réseaux), les clien ts à c haque �le p euv en t être p erm utés

au hasard. Remarquons que dans notre mo dèles, ces p erm utations aléatoires son t c hoisies suiv an t

certaines mesures de probabilité. De plus, dans les mo dèles de réseaux, la mesure de probabilité

de p erm utations à une �le quelconque p eut dép endre non seulemen t du nom bre de clien ts à

cette �le mais aussi du nom bre de clien ts à toute autre �le dans le réseau. On mon trera que la

distribution stationnaire de l'état du système est la même que dans le cas sans p erm utation. En
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particuler, a v ec p erm utations aléatoires de clien ts à c haque �le, les �les symétriques simples, les

réseaux de Jac kson et les réseaux de Kelly de �les symétriques son t tous insensibles.

Rapp elons que dans le Chapitre 1, on a mon tré l'insensibilité d'une �le symétrique par la

métho de des phases et la métho de R GSMP . Similairemen t, on p eut utiliser les deux métho des

p our démon trer l'insensibilité des mo dèles dans ce c hapitre, mais on c hoisit ici la métho de des

phases a�n d'a v oir des preuv es directes à tra v ers les équations de balance et d'être en accord

a v ec les preuv es p our la condition nécessaire dans certains mo dèles.

En�n, on in tro duira quelques mo dèles insensibles non symétriques a v an t de récapituler les

mo dèles de �les d'atten te insensibles/sensibles.

2.1 Disciplines symétriques

Les disciplines symétriques son t conn us à être insensibles dans les mo dèles classiques sans

p erm utation aléatoire. Dans cette partie, on dé�nira les p erm utations aléatoires et on établira

l'insensibilité d'une �le symétrique simple m unie de ces p erm utations aléatoires au lieu de déca-

lages classiques.

2.1.1 P erm utations aléatoires

On considère une �le d'atten te simple de macro-état n désignan t le nom bre de clien ts dans

la �le, et de micro-état x con tenan t les informations complémen taires a�n de décrire l'év olution

de système. In tro duisons main tenan t les p erm utations aléatoires dans cette �le.

P our tout n � 1, p osons P(n) l'ensem ble de p erm utations des élémen ts d'une séquence de

longueur n et P(0) l'ensem ble consistan t seulemen t en l'application d'iden tité sur f;g . P our tout

micro-état x 2 X (n) , et p our toute p erm utation � 2 P (n) , on note � (x) le micro-état obten u à

partir de x en p erm utan t les clien ts selon � .

P our tous n � 1 et l = 1 ; : : : ; n , p osons � (l; n; �) une mesure de probabilité arbitraire sur

P(n) . On a : X

� 2P (n)

� (l; n; � ) = 1 :

Lorsqu'un clien t arriv e à la p osition l de la �le tandis que le nom bre de clien ts a v an t son

arriv ée est n; n � 1, ces n clien ts son t p erm utés au hasard suiv an t la mesure de probabilité

� (l; n; �) a v an t cette arriv ée. Si l � n , les clien ts aux p ositions l; : : : ; n son t ensuite décalés aux

p ositions l + 1 ; : : : ; n + 1 , resp ectiv emen t suiv an t la règle de décalage classique.

Supp osons par exemple que :

� (2; 4; � ) = 1 ; a v ec � (1; 2; 3; 4) = (1 ; 4; 2; 3):
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Alors lorsqu'un clien t arriv e à la p osition 2 tandis qu'il y a 4 clien ts dans la �le, l'ancien clien t

en p osition 2 sera placé à la �n de la �le, comme illustré dans la Figure 2.1.

Fig. 2.1 � Une p erm utation simple : Le clien t en p osition 2 est placé à la �n de la �le.

Supp osons main tenan t que :

� (2; 4; � ) =
1
2

; a v ec � (1; 2; 3; 4) = (1 ; 4; 2; 3);

et

� (2; 4; � 0) =
1
2

; a v ec � 0(1; 2; 3; 4) = (3 ; 1; 4; 2):

Alors lorsqu'un nouv eau clien t arriv e à la p osition 2 tandis qu'il y a 4 clien ts dans la �le, ces

quatre clien ts son t p erm utés selon la p erm utation de la Figure 2.1 a v ec la probabilité 1=2, selon

la p erm utation plus complexe de la Figure 2.2 a v ec la probabilité 1=2.

Fig. 2.2 � Une p erm utation plus complexe

De même, p our tous n � 1 et l = 1 ; : : : ; n + 1 , p osons � (l; n; �) une mesure de probabilité sur

P(n) . On a : X

� 2P (n)

� (l; n; � ) = 1 :

Lorsque le clien t en p osition l quitte la �le tandis que le nom bre de clien ts a v an t son départ

est n + 1 ; n � 1, les n autres clien ts son t p erm utés au hasard selon la mesure de probabilité

� (l; n; �) dès que la règle de décalage classique est appliquée.

Remarquons qu'une grande classe de disciplines de service p eut être représen tée par ces �les

symétriques a v ec p erm utations aléatoires. Considérons par exemple la discipline de service où à

l'arriv ée, un nouv eau clien t reçoit immédiatemen t toute la capacité de la �le :

� (1; n) = 1 ; 8n � 1;

et après c haque accomplissemen t de service, un clien t c hoisi au hasard reçoit toute la capacité de

service, c.à.d. que � (1; n; �) est la distribution uniforme sur l'ensem ble des p erm utations P(n) :

� (1; n; � ) =
1
n!

; 8n � 1; 8� 2 P (n):

Cette discipline de service p eut être vue comme un mélange de la discipline LIF O préemptiv e et

la discipline alé atoir e [P al57 ].
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Chapitr e 2. Disciplines de servic e insensibles

2.1.2 Insensibilité

On supp ose que les clien ts arriv en t dans la �le suiv an t un pro cessus de P oisson d'in tensité

� et la �le est symétrique, de probabilités de p ositionnemen t � (l; n ) : Si un clien t trouv e n � 1
autres clien ts à son arriv ée, il c hoisit la p osition l a v ec la probabilité � (l; n ) et lorsqu'il y a n
clien ts dans la �le, le serv eur alloue une prop ortion � (l; n ) de capacité de service au clien t en

p osition l; n � 1; l = 1 ; : : : ; n .

Supp osons que les demandes de service son t i.i.d. de loi mélange de distributions d'Erlang,

c.à.d. que c haque demande de service est une somme d'un nom bre aléatoire de phases exp onen-

tielles de mo y enne 1=�; � > 0.

P our tout k � 1, p osons s(k) la probabilité que le nom bre de phases de service soit égal à k ,

�s(k) la probabilité que le nom bre de phases soit plus grand ou égal à k et �s le nom bre mo y en de

phases. On a :

X

k� 1

s(k) = 1 ; �s(k) =
X

j � k

s(j ); et �s =
X

k� 1

ks(k) =
X

k� 1

�s(k):

Notons que la demande de service mo y enne est égale à �s=� et app elons cette quan tité le taux

de servic e de la �le. Le taux de c harge est alors donné par � = � �s=� . On supp ose que la �le est

stable :

� =
� �s
�

< 1: (2.1)

Micr o-état. Dans ce cas, le micro-état de la �le est le v ecteur de ligne x con tenan t les phases de

service de c haque clien t. On a : n = jxj , où jxj désigne la longueur du v ecteur x . P ar con v en tion,

x = ; et n = j;j = 0 si la �le est vide.

Notons X l'ensem ble de micro-états et X (n) = f x : jxj = ng l'ensem ble de micro-états

corresp ondan ts au même macro-état n . P our tous x 2 X (n) et l = 1 ; : : : ; n + 1 , notons T k;l x
le micro-état obten u à partir de x en a joutan t un clien t en k

ème

phase de service à la p osition

l dans la �le suiv an t la règle de décalage dé�nie aupara v an t. De même, p our tous x 2 X (n) et

l = 1 ; : : : ; n , notons Tl x le micro-état obten u à partir de x en e�açan t le clien t en p osition l .

Théorème 2.1 L a distribution stationnair e du pr o c essus markovien dé crivant le micr o-état x a

une expr ession explicite :

� (x) = (1 � � )
�

�
�

� n nY

l=1

�s(x l ); 8x 2 X ;

si la �le est stable : 0 < � < 1.

Preuv e. Les taux de transition de ce pro cessus mark o vien son t n uls à part les suiv an ts :
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2.1. Disciplines symétriques

� Arriv ée d'un nouv eau clien t à la p osition l , menan t la �le de l'état x à l'état T1;l � (x) , p our

une certaine p erm utation � 2 P (n) :

q
�
x; T 1;l � (x)

�
= �� (l; n + 1) � (l; n; � ); x 2 X :

� Changemen t de phase de service du clien t en p osition l , menan t la �le de l'état x à l'état

x + el , el étan t le v ecteur unitaire de dimension n don t la l ème

comp osan te est égale à 1 et

les autres son t n ulles :

q(x; x + el ) = �� (l; n )
�s(x l + 1)

�s(x l )
; x 6= ; ; l = 1 ; : : : ; n:

� Départ du clien t en p osition l , menan t la �le de l'état x à l'état � (Tl x) , p our une certaine

p erm utation � 2 P (n � 1) :

q
�
x; � (Tl x)

�
= �� (l; n )

s(x l )
�s(x l )

� (l; n � 1; � ); x 6= ; ; l = 1 ; : : : ; n:

En observ an t que � (� (x)) = � (x) p our toute p erm utation � 2 P (n) , on p eut v éri�er que �
satisfait les équations de balance partielle :

� (x)
X

� 2P (n)

q
�
x; T 1;l � (x)

�
=

X

d� 1

X

� 2P (n)

�
�
Td;l � � 1(x)

�
q
�
Td;l � � 1(x); x

�
;

p our tous x 2 X et l = 1 ; : : : ; n + 1 , et

� (x)
�

q(x; x + el ) +
X

� 2P (n� 1)

q(x; � (Tl x))
�

=
X

� 2P (n� 1)

�
�
� � 1(Tl x)

�
q
�
� � 1(Tl x); x

�

+ � (x � el )q(x � el ; x);

p our tous x 6= ; et l = 1 ; : : : ; n . P ar con v en tion, � (x) = 0 si x n'est pas dans X .

Alors la probabilité � est la distribution stationnaire du pro cessus mark o vien décriv an t le

micro-état x .

�

P ar conséquence, dans une �le d'atten te symétrique a v ec p erm utations aléatoires, la distri-

bution stationnaire du nom bre de clien ts dans la �le est insensible à la distribution des demandes

de service, au moins p our la classe des mélanges de distributions d'Erlang. Cette distribution

stationnaire ne dép end que du taux de c harge � :

� 0(n) = (1 � � )� n ; n � 0:

Corollaire 2.2 L a distribution stationnair e du nombr e de clients dans une �le d'attente symé-

trique stable ave c p ermutations alé atoir es est insensible à la distribution des demandes de ser-

vic e, au moins p our les mélanges de distributions d'Erlang, et ne dép end que du taux de char ge

� = � �s=� :

� 0(n) = (1 � � )� n ; n � 0:
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Chapitr e 2. Disciplines de servic e insensibles

L e nombr e moyen de clients dans l'état stationnair e ne dép end que du taux de char ge � :

E[n] =
X

n

n� (n) =
�

1 � �
:

D'apr ès la loi de Little, le temps de séjour moyen d'un client quelc onque est insensible et

donné p ar

E[T] =
E[n]

�
=

�s
� (1 � � )

:

Comme dans la �le symétrique classique (Se ction 1.3.1), on p eut montr er que le temps de séjour

moyen d'un client est pr op ortionnel à sa demande de seric e r et est donné p ar :

r
1 � �

:

2.2 Réseaux de Jac kson a v ec p erm utations aléatoires

On considère main tenan t un réseau de I �les d'atten te symétriques a v ec p erm utations aléa-

toires et a v ec le routage de Jac kson [Jac57 ] et on l'app elle un réseau de Jac kson de �les symé-

triques a v ec p erm utations aléatoires. On décrit tout d'ab ord le mo dèle dans la première partie,

et ensuite on étudie son insensibilité a v an t de considérer quelques extensions.

2.2.1 Mo dèle de réseaux de Jac kson

Considérons un réseau de I �les symétriques don t les arriv ées externes à c haque �le i formen t

un pro cessus de P oisson d'in tensité � i , a v ec

IX

i =1

� i > 0:

R outage de Jackson. Après l'accomplissemen t de service à la �le i , un clien t est dirigé v ers la

�le j a v ec la probabilité pij et quitte le réseau a v ec la probabilité

pi = 1 �
IX

j =1

pij : (2.2)

Les clien ts quitten t év en tuellemen t le réseau de telle sorte que les taux d'arriv ée e�ectifs

� 1; : : : ; � I , en comptan t les arriv ées des autres �les, soien t uniquemen t dé�nis par les é quations

de tr a�c :

� i = � i +
IX

j =1

� j pj i ; i = 1 ; : : : ; I: (2.3)
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2.2. R ése aux de Jackson ave c p ermutations alé atoir es

Le macro-état du système est le v ecteur n = ( n1; : : : ; nI ) con tenan t le nom bre de clien ts

présen ts à c haque �le.

Discipline de service symétrique : À la �le i , un nouv eau clien t c hoisit la p osition l a v ec la

probabilité � i (l; n ) s'il trouv e le macro-état n � ei à son arriv ée. Cette quan tité � i (l; n ) est aussi

la prop ortion de service alouée à la p osition l lorsque le macro-état du système est n :

n iX

l=1

� i (l; n ) = 1 ; 8i = 1 ; : : : ; I; 8n : n i � 1:

ei étan t le v ecteur unitaire de dimension I don t la i ème

comp osan te est égale à 1 et les autres

son t n ulles.

Remarquons que dans ce mo dèle, la discipline de service p eut dép endre du macro-état n du

réseau en tier et non seulemen t de l'état n i de la �le i .

Permutations alé atoir es : On app elle une p erm utation dans le macro-état n un élémen t de

l'ensem ble S(n) = P(n1) � : : : � P (nI ) , où P(m) désigne l'ensem ble ordinaire des p erm utations

de m élémen ts, p our tout m � 1, et P(0) désigne l'ensem ble consistan t seulemen t en l'application

d'iden tité sur f;g .

À partir d'ici, on supp ose qu'un mouv emen t d'un clien t quelconque p eut pro v o quer des p er-

m utations aléatoires de clien ts à c haque �le d'atten te. La distribution de p erm utations p eut

dép endre du macro-état et du clien t qui pro v o que la p erm utation. P our tout macro-état n et

p our tous i; j = 1 ; : : : ; I , p osons � i (n; �) , � i (n; �) et 
 ij (n; �) des distributions arbitraires sur S(n) .

A v an t c haque arriv ée externe à la �le i lorsque le macro-état du système est n , les anciens

clien ts du système son t p erm utés au hasard selon la distribution de p erm utations � i (n; �) .

De même, lorsqu'un clien t la �le i quitte le réseau tandis que le macro-état est n , les autres

clien ts son t p erm utés au hasard selon la distribution de p erm utations � i (n � ei ; �) .

Et �nalemen t, lorsqu'un clien t dans la �le i termine son service dans le macro-état n et se

dirige v ers la �le j a v ec la probabilité pij , les autres clien ts son t p erm utés selon la distribution

de p erm utations 
 ij (n � ei ; �) après le départ de la �le i et a v an t l'arriv ée à la �le j .

Remarquons qu'à l'arriv ée d'un clien t, on ne le p erm ute pas a v ec les autres clien ts et ce

nouv eau clien t est toujours alloué une prop ortion strictemen t p ositiv e de capacité de service à

son arriv ée. La condition d'atten tion instan tanée est remplie.

Demandes de servic e : Supp osons que les clien ts à la �le i demanden t des services i.i.d. de

loi mélange de distributions d'Erlang, c.à.d. que c haque clien t à cette �le demande une somme

d'un nom bre aléatoire de phases exp onenetielles de mo y enne 1=� i . P our tout k � 1, notons si (k)
la probabilité que le nom bre de phases soit égal à k , �si (k) la probabilité que ce nom bre dépasse

k et �si le nom bre mo y en de phases. Alors

X

k� 1

si (k) = 1 ; �si (k) =
X

j � k

si (j ); et �si =
X

k� 1

ksi (k) =
X

k� 1

�si (k):

On supp ose que le réseau est stable :

� i =
� i �si

� i
< 1: (2.4)
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Chapitr e 2. Disciplines de servic e insensibles

Le micro-état du réseau est x = ( x il ; 1 � i � I; 1 � l � n i ) , où x il désigne la phase de service

du clien t en p osition l à la �le i . Notons jxj = n le macro-état du réseau. P ar con v en tion, x i = ;
et n i = j;j = 0 si la �le i est vide.

Notons X l'ensem ble de micro-états et X (n) = f x : jxj = ng l'ensem ble des micro-états

corresp ondan ts au même macro-état n . P our tous x 2 X (n) et l = 1 ; : : : ; n + 1 , notons T i;k;l x
le micro-état obten u à partir de x en a joutan t un clien t en k ème

phase de service à la p osition l
dans la �le i suiv an t la règle de décalage dé�nie aupara v an t. De même, p our tous x 2 X (n) et

l = 1 ; : : : ; n , notons Ti;l x le micro-état obten u à partir de x en e�açan t le clien t en p osition l à

la �le i .

Il y a quatre t yp es de transition dans un réseau de Jac kson

� arrivé e externe d'un clien t à la p osition l de la �le i; l = 1 ; : : : ; ni + 1 ; menan t le système

de l'état x à l'état T i; 1;l � (x) , p our une certaine p erm utation � 2 S(n) . Le taux de cette

transition est

q
�
x; T i; 1;l � (x)

�
= � i � i (l; n + ei )� i (n; � ); x 2 X :

� changement de phase du clien t en p osition l de la �le i , menan t le système de l'état x à

l'état x + ei;l , où ei;l désigne l'élémen t don t la comp osan te (i; l ) est égale à 1 et les autres

son t n ulles. Le taux de transition corresp ondan t est

q(x; x + ei;l ) = � i � i (l; n )
�s(x il + 1)

�s(x il )
; i = 1 ; : : : ; I; x i 6= ; ; l = 1 ; : : : ; ni :

� changement de �les : mouv emen t du clien t en p osition l de la �le i à la p osition l0 de la �le

j; l = 1 ; : : : ; ni ; l0 = 1 ; : : : ; nj +1 ; n i � 1, menan t le système de l'état x à l'état T j; 1;l 0
� (Ti;l x)

p our une certain p erm utation � 2 S(n � ei ) , où ei désigne le v ecteur unitaire de dimension

I don t la i ème

comp osan te est égale à 1 et les autres son t n ulles. On app elle aussi cette

transition une arrivé e interne à la p osition l0 de la �le j . Le taux de cette transition est

donné par

q
�
x; T j; 1;l 0

� (Ti;l x)
�

= � i � i (l; n )
s(x il )
�s(x il )


 ij (n � ei ; � )pij � j (l0; n � ei + ej );

p our i; j = 1 ; : : : ; I; x i 6= ; ; l = 1 ; : : : ; ni ; l0 = 1 ; : : : ; nj + 1 .

� dép art dé�nitif du clien t en p osition l de la �le i; l = 1 ; : : : ; ni ; menan t le système de l'état

x à l'état � (Ti;l x) . Le taux de cette transition est

q
�
x; � (Ti;l x)

�
= � i � i (l; n )

s(x il )
�s(x il )

� i (n � ei ; � )pi ; i = 1 ; : : : ; I; x i 6= ; ; l = 1 ; : : : ; ni ;

où pi est la probabilité qu'un clien t quitte le réseau après l'accomplissemen t de service à

la �le d'atten te i .
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2.2. R ése aux de Jackson ave c p ermutations alé atoir es

2.2.2 Insensibilité des réseaux de Jac kson

Théorème 2.3 L a distribution stationnair e du pr o c essus markovien dé crivant le micr o-état du

système est à forme pr o duit et donné e p ar

� (x) =
IY

i =1

(1 � � i )(
� i

� i
)n i

n iY

l=1

�si (x il ); 8x 2 X ;

si le r ése au est stable : 0 < � i < 1 p our tout i = 1 ; : : : ; I (2.4).

Preuv e. Véri�ons les équations de balance partielle p our la source et p our toute p osition l de

la �le i .

P our la source, le �ux de probabilité corresp ondan t à une arriv ée externe dans le micro-état

x est donné par

� (x)
IX

i =1

� i ;

égal à celui corresp ondan t à un départ dé�nitif d'un clien t menan t le système à l'état x :

IX

i =1

n i +1X

l=1

X

� 2S (n)

X

k� 1

�
�
T i;k;l � � 1(x)

�
q
�
T i;k;l � � 1(x); x

�

=
IX

i =1

n i +1X

l=1

X

� 2S (n)

X

k� 1

� (T i;k;l x)� i � i (l; n + ei )
si (k)
�si (k)

� i (n; � )pi

=
IX

i =1

n i +1X

l=1

X

k� 1

� (x)
� i

� i
�si (k)� i � i (l; n + ei )

si (k)
�si (k)

pi

= � (x)
IX

i =1

� i pi ;

car

P
k� 1 si (k) = 1 p our toute i et d'après les équations de tra�c (2.3),

IX

i =1

� i =
IX

i =1

� i pi :

D'ailleurs, p our toute p osition l de la �le i , le �ux de probabilité corresp ondan t à un c han-

gemen t de phase, un c hangemen t de �les et un départ dé�nitif du clien t en p osition l de la �le

i dans le micro-état x est égal à celui corresp ondan t à l'accomplissemen t de phase de service de

ce clien t :

� (x)� i � i (l; n ): (2.5)
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De plus, le �ux de probabilité corresp ondan t à une arriv ée externe à la p osition l de la �le i
menan t le système à l'état x est donné par

X

� 2S (n� ei )

�
�
Ti;l � � 1(x)

�
q
�
Ti;l � � 1(x); x

�

=
X

� 2S (n� ei )

� (Ti;l x)� i � i (l; n )� i (n � ei ; � )I (x i;l =1 )

= � (x)
� i

� i
� i (l; n )� i I (x il = 1) ; (2.6)

où I est la fonction indicatrice : I (A) = 1 si l'év énemen t A est vrai et I (A) = 0 sinon.

Le �ux de probabilité corresp ondan t à un c hangemen t de phase du clien t en p osition l de la

�le i menan t le système à l'état x est donné par

� (x � ei;l )q(x � ei;l ; x)

= � (x)
�si (x il � 1)

�si (x il )
� i � i (l; n )

�si (x il )
�si (x il � 1)

I (x il � 2)

= � (x)� i � i (l; n )I (x il � 2); (2.7)

et le �ux de probabilité corresp ondan t à une arriv ée in terne à la p osition l de la �le i menan t le

système à l'état x est égal à

IX

j =1

n j +1X

l0=1

X

k� 1

X

� 2S (n� ei )

�
�
T j;k;l 0

� � 1(Ti;l x)
�
q
�
T j;k;l 0

� � 1(Ti;l x); x
�

=
IX

j =1

n j +1X

l0=1

X

k� 1

X

� 2S (n� ei )

�
�
T j;k;l 0

Ti;l x
�
� j � j (l0; n + ej � ei )

sj (k)
�sj (k)

� 
 j i (n � ei ; � )pj i � i (l; n )I (x il = 1)

=
IX

j =1

X

k� 1

� (x)
� j

� j

� i

� i

�sj (k)
�si (1)

� j
sj (k)
�sj (k)

pj i � i (l; n )I (x il = 1)

= � (x)
� i

� i
� i (l; n )I (x il = 1)

IX

j =1

� j pj i ; (2.8)

car �si (1) = 1 et

P
k� 1 sj (k) = 1 .

On s'ap erçoit que la somme des �ux de probabilité (2.6), (2.7) et (2.8) donne le �ux (2.5),

d'après les équations de tra�c (2.3).

P ar conséquence, la probabilité � satisfait le système d'équations de balance partielle et donc

est la distribution stationnaire du micro-état du système.

�

En somman t sur tout x 2 X (n) , on obtien t la distribution stationnaire du nom bre de clien ts

dans c haque �le p our les mélanges de distributions d'Erlang :
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Théorème 2.4 L e r ése au stable de Jackson de �les symétriques ave c p ermutations alé atoir es est

insensible aux distributions de demandes de servic e, au moins p our les mélanges de distributions

d'Erlang. L a distribution stationnair e du nombr e de clients à chaque �le est à forme pr o duit et

ne dép end que des taux de char ge � 1; : : : ; � I :

� 0(n) =
IY

i =1

(1 � � i )�
n i
i ; n i � 0 8i:

Corollaire 2.5 À l'état stationnair e, le nombr e moyen de clients à chaque �le i ne dép end que

de son taux de char ge � i :

E[n i ] =
X

n

n i � 0(n) =
� i

1 � � i
:

L e temps de séjour moyen d'un client à la �le i est donné p ar

E[Ti ] =
E(n i )

� i
=

�si

� i (1 � � i )
:

Comme dans la �le symétrique classique (Se ction 1.3.1), le temps de séjour moyen d'un client à

la �le i est pr op ortionnel à sa demande de servic e r et est donné p ar :

r
1 � � i

:

Remarquons que les résultats resten t v alables dans les cas suiv an ts :

� Les mesures de p erm utations dép enden t de la p osition du clien t en mouv emen t : Les me-

sures � i (n; �) dép enden t de la p osition c hoisie par le nouv eau clien t. De même, les mesures

� i (n; �) dép enden t de la p osition du clien t quittan t le réseau, et les mesures 
 ij (n; �) dé-

p enden t à la fois de l'ancienne p osition et de la nouv elle p osition du clien t en mouv emen t.

� Les p erm utations aléatoires son t pro v o quées par un pro cessus p onctuel externe à c haque

�le (par exemple, un pro cessus de P oisson). Il su�t de considérer les �les additionnelles

don t le rôle est de pro v o quer les p erm utations (par exemple, à tra v ers des arriv ées externes

à ces �les).

Dans la suite, on donnera des résultats analogues dans les réseaux fermés de Jac kson a v ec

p erm utations aléatoires et dans les réseaux a v ec des capacités v ariables.

2.2.3 Réseaux fermés

Supp osons que le réseau est fermé : il n'y a ni d'arriv ée externe dans le réseau, ni de départ

de clien ts du réseau, les clien ts ne circulen t que dans le réseau. On a :

� i = 0 et pi = 0 ; 8i:
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Le nom bre total de clien ts présen ts dans le réseau est �xé à une certaine v aleur m et l'ensem ble

de macro-états est

G = f n :
IX

i =1

n i = mg:

Supp osons que le routage est irréductible, c.à.d. que c haque �le est visitée par les m clien ts.

Les résultats similaires resten t v alables p our les réseaux app elés mélangés de �les d'atten te.

pij

pik

pji
pkk

p
k=0

p
j=0

p
kj

i

k

j

0

Fig. 2.3 � Un réseau fermé irréductible de Jac kson.

La fréquence d'arriv ée � i à c haque �le i est uniquemen t dé�nie par les équations de tra�c

(2.3) :

� i =
IX

j =1

� j pj i ;

a v ec

P
i � i = 1 .

Comme il n'y a plus d'arriv ée externe et de départ dé�nitif, les �ux corresp ondan ts à ces

transitions son t n uls et les équations de balance partielle deviennen t : Le �ux de probabilité

corresp ondan t à un c hangemen t de phases et à un c hangemen t de �les du clien t en p osition l de

la �le i dans l'état x est égal au �ux de probabilité corresp ondan t à un c hangemen t de phases et

à une arriv ée in terne à la p osition l de la �le i menan t le système à l'état x . On p eut v éri�er que

ces équations de balance partielle admetten t une unique solution donnée par

� (x) = C
IY

i =1

(
� i

� i
)n i

n iY

l=1

�si (x il ); x 2 X : n 2 G;

où C désigne la constance de normalisation.

Théorème 2.6 L e r ése au fermé de Jackson de �les symétriques ave c p ermutations alé atoir es

admet la distribution stationnair e à forme pr o duit, donné e p ar

� (x) = C
IY

i =1

(
� i

� i
)n i

n iY

l=1

�si (x il ); x 2 X : n 2 G;

où C désigne la c onstanc e de normalisation.
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Corollaire 2.7 L e r ése au fermé de Jackson de �les symétriques ave c p ermutations alé atoir es est

insensible à la distribution des demandes de servic e, au moins p our les mélanges de distributions

d'Erlang. L a distribution stationnair e du nombr e de clients à chaque �le est à forme pr o duit et

ne dép end que des taux de char ge :

� (n) = C
IY

i =1

� n i
i ; 8n 2 G;

où � i = � i �si =� i est le taux de char ge à la �le i; i = 1 ; : : : ; I , et C est la c onstanc e de normalisa-

tion :

C =
� X

n2 G

IY

i =1

� n i
i

� � 1

:

2.2.4 Capacités v ariables

Supp osons main tenan t qu'à c haque �le i , la capacité de service n'est plus la constance 1 mais

une fonction � i (n) dép endan te du macro-état n . Supp osons de plus que ces capacités de service

p ossèden t la pr opriété d'é quilibr e (Section 1.4.2) des réseaux de Kelly-Whittle [Ser99 ], c.à.d. qu'il

existe une fonction p ositiv e � sur NI
telle que

� i (n) =
�( n � ei )

�( n)
; 8n : n i � 1:

Dans la Section 1.4.3, on a vu que cette propriété d'équilibre est la condition nécessaire

et su�san te a�n d'a v oir l'insensibilité dans un réseau de Jac kson de �les PS a v ec capacités

dép endan tes de l'état. Dans cette section, p our un réseau de Jac kson de �les d'atten te symétriques

a v ec p erm utations aléatoires et a v ec capacités et taux de service dép endan ts du macro-état du

réseau, on mon trera que la propriété d'équilibre des taux de service est la condition su�san te

p our la propriéte d'insensibilié. Ensuite, la démonstration de la condition nécessaire est l'analogue

de la Section 1.4.3.

Condition su�san te

On s'ap erçoit que les équations de balance partielle resten t les mêmes sauf que le taux de

l'accomplissemen t de phase de service du clien t en p osition l de la �le i devien t � i (n)� i � i (l; n ) , au

lieu de l'ancien terme � i � i (l; n ) . Et on p eut v éri�er qu'en m ultiplian t la distribution stationnaire

� (x) donnée dans le Théorème 2.3 par la fonction d'équilibre �( n) et par une constance de

normalisation C , on obtien t la distribution stationnaire du nouv eau réseau de Jac kson a v ec

capacités dép endan tes de l'état.

Théorème 2.8 L e r ése au de Jackson de �les d'attente symétriques ave c p ermutations alé atoir es

et ave c c ap acités dép endantes de l'état admet la distribution stationnair e du micr o-état x à forme

explicite :

� (x) = C�( n)
IY

i =1

(
� i

� i
)n i

n iY

l=1

�si (x il ); 8x 2 X ;
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si le r ése au est stable : 0 < C < 1 , où C est la c onstanc e de normalisation

C =
� X

x2X

�( n)
IY

i =1

(
� i

� i
)n i

n iY

l=1

�si (x il )
� � 1

:

Corollaire 2.9 Un r ése au stable de Jackson de �les d'attente symétriques ave c p ermutations

alé atoir es et ave c c ap acités dép endantes de l'état est insensible aux distributions des demandes

de servic e, au moins p our les mélanges de distributions d'Erlang. L a distribution stationnair e du

nombr e de clients à chaque �le est à forme pr o duit et donné e p ar :

� (n) = C�( n)
IY

i =1

� n i
i :

Condition nécessaire

P ar le raisonnemen t de récurrence sur le nom bre de �les utilisé p our le réseau de �les d'at-

ten te PS (Section 1.4.3), on déduit que la condition nécessaire de l'insensibilité est la propriété

d'équilibre des taux de service � i (n) .

En conclusion, dans un réseau de Jac kson de �les d'atten te symétriques a v ec p erm utations

aléatoires et a v ec capacités de service dép endan tes du macro-état n du réseau, on a l'insensibilité

si et seulemen t si ces capacités de service � i (n) son t équilibrées par une certaine fonction p ositiv e

�( n) .

Similairemen t, si les taux d'arriv ée et le routage son t aussi en fonction de l'état, l'insensibilité

est équiv alen te à la propriété d'équilibre des fonctions  i (n) dé�nies par

 i (n) =
� (n � ei )

� (n)
;

où � i (n) désigne le taux de c harge de la �le i .

Remarque 2.1 Comme la discipline symétrique en inclut la discipline PS, les r ése aux de �les

PS (Se ction 1.4.3) app artiennent à la classe des r ése aux de �les symétriques. L'insensibilité des

r ése aux de �les symétriques implique c el le des r ése aux de �les PS.

2.2.5 Exemples

Dans cette partie, on considérera quelques mo dèles de �les d'atten te a v ec p erm utations aléa-

toires. En particulier, on illustrera leur insensibilité/sensibilité par sim ulations.

Une �le d'atten te LIF O-préemptiv e a v ec p erm utations aléatoires
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Considérons une �le d'atten te LIF O-préemptiv e a v ec :

� (1; n) = 1 ; n � 1:

Les clien ts arriv en t dans la �le suiv an t un pro cessus de P oisson d'in tensité � = 0 ; 5. La

distribution des demandes de service est h yp erexp onen tielle de paramètre � et de mo y enne 1,

p our un certain paramètre � strictemen t p ositif. A v an t c haque arriv ée, les clien ts présen ts dans

la �le son t p erm utés au hasard.

Considérons deux t yp es de p erm utations

Permutation uniforme. Les clien ts son t p erm utés au hasard selon une distribution uniforme,

c.à.d.

� (n; � ) =
1
n!

; 8n � 1; l = 1 ; : : : ; n; 8� 2 P (n):

Permutation simple. Le clien t en service précédemmen t en tête de la �le est placé à la �n de

la �le, c.à.d, 8n � 1; l = 1 ; : : : ; n ,

� (n; � ) = 1

où � désigne la p erm utation suiv an te :

� (1; 2; 3; : : : ; n) = (2 ; 3; : : : ; n; 1):

D'après les Corollaires 2.2 et 2.5, le temps de séjour mo y en est égal à 2, indép endammen t de

la distribution de demandes de service. Au con traire, la distribution du temps de séjour dép end

fortemen t de la distribution de demandes de service, en particulier, l'écart t yp e du temps de

séjour en dép end aussi. Cela est illustré par des résultats de sim ulation dans la Figure 2.4 où le

paramètre h yp erexp onen tiel � v arie de 1 à 10. On p eut observ er que l'écart t yp e est presque le

même p our les deux t yp es de p erm utations. Cette v aleur se situe au dessous de celle du cas sans

p erm utation, qui corresp ond à une �le d'atten te LIF O-préemptiv e ordinaire, et très près de celle

d'une �le d'atten te PS.

Supp osons main tenan t que les p erm utations son t pro v o quées par un certain pro cessus p ois-

sonnien indép endan t d'in tensité � . Alors la �le reste insensible dans ce cas. La Figure 2.5 nous

donne la v ariation de l'écart t yp e du temps de séjour en fonction du taux de p erm utation � dans

le cas de demandes de service exp onen tielles ( � = 1 ). On p eut observ er que l'écart t yp e dimin ue

de celui d'une �le LIF O-préemptiv e ordinaire à celui d'une �le PS lorsque � v arie de 0 à 10.

Lorsque le taux de p erm utation est in�ni, tous les clien ts reçoiv en t le même taux de service et

la �le est e�ectiv emen t équiv alen t à une �le PS.

Sensibilité de mo dèles a v ec p erm utations en tre di�éren tes �les

Dans cette section, on considère quelques exemples de réseaux de �les d'atten te symétriques

a v ec p erm utations de clien ts de di�éren tes �les d'atten te. Plus précisémen t, on v a considérer un

réseau de deux �les d'atten te PS a v ec :
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Fig. 2.4 � L'écart t yp e du temps de séjour dans une �le LIF O-préemptiv e a v ec p erm utations

aléatoires aux arriv ées.
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Fig. 2.5 � L'écart t yp e du temps de séjour dans une �le LIF O-préemptiv e a v ec p erm utations

aléatoires aux arriv ées d'un pro cessus p oissonien indép endan t.

T aux d'arrivé e : � 1 = � 2 = 0 :5.

Demandes de servic e h yp erexp onen tielles : Les clien ts arriv an t à la �le 1 demanden t des

services selon une loi h yp erexp onen tielle de mo y enne 1 et de paramètre � 1 .

De même, les clien ts arriv an t à la �le 2 demanden t des services selon une loi h yp erexp onen tielle

de mo y enne 1 et de paramètre � 2 .

R outage : Les clien ts quitten t le réseau lors de l'accomplissemen t de service : p1 = p2 = 1 ,

il n'y a pas de c hangemen t de �les après l'accomplissemen t de service, les deux �les son t en

parallèle.

Permutations alé atoir es : Supp osons que les p erm utations son t pro v o quées par un certain pro-

cessus p oissonien indép endan t d'in tensité � . On considère les p erm utations uniformes et simples
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dé�nies aupara v an t. Une p erm utation simple consiste main tenan t à p erm uter deux clien ts c hoisis

au hasard, un de c haque �le, et une p erm utation uniforme consiste à p erm uter tous les clien ts

présen ts dans le réseau selon une distribution uniforme.

permutations

PS

PS

n

n

1

2

Fig. 2.6 � Réseau de deux �les PS a v ec p erm utations des clien ts en tre les deux �les.

Cas 1. Les distributions des demandes de service son t di�éren tes dans ces �les d'atten te.
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Fig. 2.7 � Sensibilité du temps de séjour mo y en à la distribution des demandes de service dans

un réseau de deux �les a v ec p erm utations en tre les deux �les.

Les Figures 2.7 et 2.8 mon tren t la sensibilité du temps de séjour mo y en aux distributions des

demandes de service et au taux de p erm utation lorsque les distributions des demandes de service

son t di�éren tes dans les deux �le d'atten te PS.

La Figure 2.7 donne le temps de séjour mo y en en fonction du paramètre h yp erexp onen tiel

� 1 de la distribution des demandes de service à la �le 1 lorsque la distribution des demandes de

service à la �le 2 est exp onen tielle : � 2 = 1 , dans le cas où � 1 = � 2 = 0 ; 5 et � = 1 .

La Figure 2.8 donne le temps de séjour mo y en en fonction du taux de p erm utation � lorsque

� 1 = 10; � 2 = 1 et � 1 = � 2 = 0 ; 5. Dans le cas ordinaire sans p erm utation, le réseau se comp ose
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Fig. 2.8 � Sensibilité du temps de séjour mo y en au taux de p erm utation dans un réseau de deux

�les a v ec p erm utations en tre les deux �les.

de deux �les d'atten te PS parallèles et le temps de séjour mo y en est égal à :

1
� 1 � � 1

=
1

� 2 � � 2
= 2 :

Cas 2. Considérons main tenan t le cas � 1 = � 2 où les distributions des demandes de service son t

les mêmes dans les deux �les.

D'une part, d'après le Corollaire 2.5, le temps de séjour mo y en est indép endan t de paramètres

� 1; � 2 et � .

D'autre part, le temps de séjour mo y en des clien ts qui son t arriv és initialemen t à une �le

particulière, la �le 1 ou la �le 2, est sensible aux distributions des demandes de service ( � 1; � 2 ) et

au taux de p erm utation � . Ce fait ne con tredit pas l'insensibilité de la distribution stationnaire

de l'état du réseau parce que l'état du réseau ne donne pas le nom bre de clien ts arriv és par la

�le 1 ou 2. Ce phénomène est illustré par les Figures 2.9 et 2.10.

La Figure 2.9 donne le temps de séjour mo y en en fonction du paramètre h yp erexp onen tiel

� 1 = � 2 lorsque � 1 = 0 ; 8; � 2 = 0 ; 5 et � = 1 .

La Figure 2.10 donne le temps de séjour mo y en en fonction du taux de p erm utation � lorsque

� 1 = 0 ; 8; � 2 = 0 ; 5 et � 1 = � 2 = 1 .

En absence de p erm utation, le réseau consiste en deux �les d'atten te PS parallèles et le temps

de séjour mo y en à la �le 1 et �le 2 son t resp ectiv emen t donnés par :

1
� 1 � � 1

= 5 ;
1

� 2 � � 2
= 2 :

Le temps de séjour mo y en dans le réseau est indép endan t du taux de p erm utation et donné

par : �
� 1

1 � � 1
+

� 2

1 � � 2

�
=(� 1 + � 2) = 50=13 � 3; 85:
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Fig. 2.9 � T emps de séjour mo y en de clien ts qui en tren t initialemen t à la �le 1 (haut), �le 2
(bas) et toute �le (milieu) en fonction du paramètre h yp erexp onen tiel.

 2

 2.5

 3

 3.5

 4

 4.5

 5

 5.5

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

M
ea

n 
so

jo
ur

n 
tim

e

Permutation rate

No permutation
Uniform permutation

Simple permutation

Fig. 2.10 � T emps de séjour mo y en de clien ts qui en tren t initialemen t à la �le 1 (haut), �le 2
(bas) et toute �le (milieu) en fonction du taux de p erm utation.

2.3 Réseaux de Kelly a v ec p erm utations aléatoires

Dans cette section, la notion de classe de clien ts sera emplo y ée. Cette notion nous p ermet

de représen ter n'imp orte quel routage dans le réseau. Sans p erte de généralité, on supp ose que

c haque classe est asso ciée à une seule �le d'atten te. Les clien ts d'une même classe demanden t

des services i.i.d. de loi exp onen tielle à cette �le et après l'accomplissemen t de service, rejoignen t

ensuite une autre classe ou quitten t le réseau.

On considérera les réseaux de Kelly de �les symétriques a v ec p erm utations aléatoires. Lors-

qu'un clien t arriv e à une �le d'atten te ou la quitte, les autres clien ts son t p erm utés à c haque �le

d'atten te.

A�n de rester dans un cardre mark o vien, on emploiera dans cette section la métho de des

phases. On mon trera que les équations de balance partielle son t satisfaites p our c haque classe de
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clien t à c haque p osition de la �le d'atten te asso ciée. Ces équations ne p euv en t pas être déduites

de celles des réseaux classiques sans p erm utation car dans notre mo dèle, les clien ts de di�éren tes

classes a v ec di�éren tes demandes de service son t p erm utés dans c haque �le d'atten te. Ces équa-

tions de balance donnen t la forme explicite de la distribution stationnaire du réseau et mon tren t

la propriété d'insensibilité.

Remarquons que l'on p eut utiliser la métho de des pro cessus semi-mark o viens généalisés, v oir

l'annexe A p our le mo dèle R GSMP de ces réseaux généraux de Kelly .

2.3.1 Mo dèle

Considérons un réseau ouv ert de I �les d'atten te symétriques de taux de service unitaire 1.

Macro-état. P osons n i le nom bre de clien ts à la �le i , n = ( n1; : : : ; nI ) le macro-état du réseau.

P osons ei le v ecteur unitaire de dimension I don t la i ème

comp osan te est égale à 1 et les autres

son t n ulles.

Files symétriques. Les �les d'atten te son t symétriques de probabilités de p ositionnemen t

� i (l; n ) dé�nies dans la Section 2.2.

Classes de clien ts. P osons C un ensem ble dénom brable arbitraire de classes de clien ts. Sans

p erte de généralité, on supp ose que c haque classe est asso ciée à une seule �le d'atten te. Notons

Ci l'ensem ble de classes asso ciées à la �le d'atten te i , alors les ensem bles C1; : : : ; CI formen t une

répartition de l'ensem ble C.

Supp osons que les clien ts de classe c arriv en t suiv an t un pro cessus de P oisson d'in tensité

� c . On app elle ces arriv ées des arriv ées externes . Ces clien ts demanden t des services i.i.d. de loi

exp onen tielle de mo y enne 1=� c à la �le d'atten te asso ciée. Après l'accomplissemen t de service,

un clien t de la classe c join t une autre classe c0
a v ec la probabilité pcc0

, app elée la probabilité

corresp ondan te à une arriv ée interne , ou quitte le réseau a v ec la probabilité :

pc = 1 �
X

c02C

pcc0:

On supp ose que le taux d'arriv ée total est strictemen t p ositif :

P
c2C � c > 0 et que les clien ts

�nissen t par quitter le réseau de telle sorte que le taux d'arriv ée e�ectif � c des clien ts de la classe

c soit la solution unique des équations de tra�c :

� c = � c +
X

c02C

� c0pc0c; 8c 2 C: (2.9)

En somman t sur toutes les classes c, on obtien t :

X

c02C

� c0pc0 =
X

c2C

� c: (2.10)
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Le taux de c harge dû à la classe c est alors donné par :

� c =
� c

� c
:

Remarquons qu'en augmen tan t le nom bre de classes, on p eut décrire un ensem ble arbitraire

de routages dans un réseau.

Micro-état. P osons x i = ( x i (1); : : : ; x i (n i )) l'état de la �le i où x i (l ) désigne la classe du clien t

en p osition l de la �le d'atten te i . On app elle la donnée x = ( x1; : : : ; x I ) le micro-état du système.

Notons X l'ensem ble de micro-états et X (n) l'ensem ble des micro-états asso ciés au même macro-

état n .

P our tout l = 1 ; : : : ; ni + 1 , on p ose T c;lx le micro-état obten u de x en a joutan t un clien t de

classe c à la p osition l de la �le asso ciée i selon la règle de décalage classique.

De même, p osons Ti;l x le micro-état obten u de x en e�açan t le clien t en p osition l de la �le

i selon la règle de décalage classique, p our tous i = 1 ; : : : ; I et l = 1 ; : : : ; ni .

P erm utations aléatoires. Soit S(n) = P(n1) � : : : � P (nI ) , où P(m) désigne l'ensem ble des

p erm utations de m élémen ts, p our tout m � 1, et P(0) désigne l'ensem ble consistan t seulemen t

en l'application d'iden tité sur f;g . P our tout micro-état x 2 X (n) et p our toute p erm utation

� 2 S(n) , notons � (x) le micro-état obten u de x en p erm utan t les clien ts suiv an t la p erm utation

� .

On supp ose dans ce mo dèle que n'imp orte quel mouv emen t de clien t p eut pro v o quer une

p erm utation de clien ts à c haque �le d'atten te. La distribution des p erm utations p eut dép endre

du macro-état et du clien t qui pro v o que la p erm utation. P our tout macro-état n , et toutes classes

c; c0
, p osons � c(n; �); � c(n; �); 
 cc0(n; �) des distributions arbitraires sur S(n) .

Lorsqu'un nouv eau clien t de classe c arriv e dans le macro-état n , les autres clien ts son t

p erm utés selon la distribution � c(n; �) a v an t l'arriv ée de ce clien t. En particulier, le micro-état

devien t � (x) a v ec la probabilité � c(n; � ) a v an t cette arriv ée.

De même, lorqu'un clien t de classe c quitte le réseau dans l'état n , a v ec c 2 Ci , les autres

clien ts son t p erm utés selon la distribution � c(n � ei ; �) .

En�n, lorsqu'un clien t rejoin t une certaine classe c0
depuis la classe c après l'accomplissemen t

de service dans macro-état n , a v ec c 2 Ci et c0 2 Cj , les autres clien ts son t p erm utés selon la

distribution 
 cc0(n � ei ; �) après le départ de la �le i et a v an t l'arriv ée à la �le j .

2.3.2 F orme pro duit et insensibilité

L'év olution du micro-état du système dé�nit un pro cessus mark o vien sur un espace d'états

dénom brable.
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Théorème 2.10 L e micr o-état du système p ossè de la distribution stationnair e

� (x) = C
IY

i =1

n iY

l=1

� x i (l ) ;

si le r ése au est stable (2.14) : 0 < C < 1 , où C est la c onstante de normalisation que l'on

déterminer a plus tar d dans l'é quation (2.13).

Preuv e. Le p oin t clef de la démonstration est que la mesure � est in v arian te aux p erm utations.

T out d'ab ord, on mon tre que la mesure de probabilité � satisfait les équations de balance

partielle p our c haque classe de clien ts c à c haque p osition l de la �le d'atten te asso ciée i .

Considérons un micro-état x 2 X (n) tel que x i (l ) = c. Le �ux de probabilité corresp ondan t

au départ du clien t en p osition l de la �le i dans le micro-état x est donné par

� (x)� c� i (l; n ): (2.11)

D'autre part, le �ux de probabilité corresp ondan t à une arriv ée externe à la p osition l de la

�le i menant le système au micro-état x est donné par

X

� 2S (n� ei )

� (x0)� c� c(n � ei ; � )� i (l; n );

où x0
désigne l'unique micro-état satisfaisan t x = T c;l � (x0) . En utilisan t la relation � (x) =

� (x0)� c , on déduit que ce �ux de probabilité est égal à

� (x)
� c

� c
� i (l; n )

X

� 2S (n� ei )

� c(n � ei ; � ) = � (x)� i (l; n )
� c

� c
� x :

De même, le �ux de probabilité corresp ondan t à une arriv ée in terne à la p osition l de la �le

i menant le système au état x est donné par

IX

i =1

X

c02Cj

n j +1X

l0=1

X

� 2S (n� ei )

� (x0)� c0� j (l0; n + ej � ei )pc0c
 c0c(n � ei ; � )� i (l; n );

où x0
désigne l'unique micro-état satisfaisan t x = T c;l � (Tj;l 0x0) . En utilisan t la relation � (x) =

� (x0)� c=� c0
, on déduit que ce �ux de probabilité est égal à

IX

i =1

X

c02Cj

� (x)
� 0

c

� c
� c0pc0c� i (l; n )

n j +1X

l0=1

� j (l0; n + ej � ei )
X

� 2S (n� ei )


 c0c(n � ei ; � )

= � (x)� i (l; n )
� c

� c

X

c02C

� c0pc0c:
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En somman t ces deux �ux, on obtien t

� (x)� i (l; n )
� c

� c

�
� c +

X

c02C

� c0pc0c

�

qui est égal au �ux de probabilité (2.11) selon les équations de tra�c (2.9).

A�n de conclure la démonstration, il reste à v éri�er les équations de balance partielle p our

la source. Soit x 2 X (n) , le �ux de probabilité corresp ondan t aux arriv ées externes dans le

micro-état x est donné par

� (x)
X

c2C

� c: (2.12)

D'ailleurs, le �ux de probabilité corresp ondan t au départ d'un clien t menant le système au

micro-état x est donné par

IX

j =1

X

c02Cj

n j +1X

l0=1

X

� 2S (n)

� (x0)� c0� j (l0; n + ej )pc0� c0(n; � );

où x0
désigne l'unique micro-état satisfaisan t x = � (Tj;l 0x0) .

En utilisan t la relation � (x) = � (x0)=� x0
, on obtien t le �ux de probabilité

IX

j =1

X

c02Cj

� (x)� c0� c0pc0

n j +1X

l0=1

� j (l0; n + ej )
X

� 2S (n)

� c0(n; � ) = � (x)
X

c02C

� c0pc0;

qui est égal au �ux de probabilité (2.12) grâce aux équations de tra�c (2.10).

�

P osons � i le taux de c harge de la �le i :

� i =
X

c2Ci

� c:

En conséquence du Théorème 2.10, le macro-état p ossède la mesure de probabilité stationnaire

� 0(n) =
X

x2X (n)

� (x) = C
X

x2X (n)

IY

i =1

n iY

l=1

� x i (l ) = C
IY

i =1

� n i
i ;

où la dernière équation se déduit de l'in v ariance à p erm utations de � . On obtien t aussi l'expression

de la constan te C :

C =
IY

i =1

(1 � � i ): (2.13)

En particulier, le réseau est stable si et seulemen t si

� i < 1; 8i = 1 ; : : : ; I: (2.14)
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Dans ce cas là, la distribution stationnaire du macro-état est à forme pro duit et est donnée

par

� 0(n) =
IY

i =1

(1 � � i )�
n i
i :

Alors la distribution stationnaire du macro-état ne dép end des classes de clien ts qu'à tra v ers

les taux de c harge de c haque �le d'atten te. En utilisan t des classes de clien ts p our représen ter

des phases de service exp onen tielles, on p eut déduire la propriété d'insensibilité, au moins p our

les distributions de services à phases.

Théorème 2.11 Si le r ése au est stable (2.14), il est insensible aux distributions des demandes

de servic e, au moins p our les distributions à phases, la distribution stationnair e du nombr e de

clients à chaque �le est à forme pr o duit et ne dép end que des taux de char ge � 1; : : : ; � I :

� 0(n) =
IY

i =1

(1 � � i )�
n i
i ;

À l'état stationnair e, le nombr e moyen de clients à la �le i est donné p ar

E[n i ] =
� i

1 � � i
;

le temps de séjour moyen d'un client à la �le i est donné p ar

E[T] =
� i

� i (1 � � i )
;

où � i =
P

c2Ci
� c .

Plus généralemen t, la propriété d'insensibilité reste v alable p our la distribution stationnaire

du nom bre de clien ts à c haque classe. P osons yc le nom bre de clien ts de la classe c dans micro-état

x 2 X (n) :

yc =
n iX

i =1

I (x i (l ) = c); c 2 Ci :

P osons y = ( yc; c 2 C) , on a le résultat suiv an t.

Théorème 2.12 Sous les c onditions de stabilité (2.14), la distribution stationnair e du nombr e

de clients de chaque classe est insensible, ne dép end des distributions des demandes de servic e

qu'à tr avers leur moyenne et est à forme pr o duit :

� 00(y) =
IY

i =1

(1 � � i )n i ! �
Y

c2C

� yc
c

yc!
:
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2.3.3 Extensions

Comme p our les réseaux de Jac kson (Section 2.2), les résultats resten t v alables dans les cas

suiv an ts

� les p erm utations aléatoires son t pro v o quées par un pro cessus p onctuel externe, par exemple,

un pro cessus de P oisson indép endan t.

� réseaux fermés de Kelly a v ec p erm utations aléatoires.

Considérons main tenan t le cas où les capacités de service dép enden t du nom bre de clien ts

à c haque �le : � i (n) ; et les taux d'arriv ée et les probabilités de routage dép enden t aussi de ces

nom bres de clien ts de telle sorte que les taux de c harge de c haque �le i soien t en fonction de

n : � i (n) . Alors, on p eut mon trer que le réseau est insensible aux distributions des demandes de

service si et seulemen t si les fonctions  i (n) = � i (n � ei )=� i (n); i = 1 ; : : : ; I; son t équilibrées.

La condition su�san te se déduit des équations de balance partielle, et la condition nécessaire se

mon tre par récurrence sur le nom bre de �les d'atten te dans le réseau.

2.4 Disciplines non symétriques

Jusqu'à ici, on a considéré l'insensibilité des �les d'atten te symétriques et leurs réseaux a v ec

p erm utations aléatoires. Dans ce c hapitre, on in tro duira quelques nouv elles disciplines de service

insensibles non symétriques.

2.4.1 Disciplines a v ec lab els

Considérons la discipline de service p our laquelle on asso cie à c haque clien t un certain lab el

parmi L lab els donnés. Les clien ts de lab el l demanden t des services i.i.d. de mo y enne � � 1
l .

P osons n l le nom bre de clien ts de lab el l dans la �le alors l'état de la �le d'atten te est le

v ecteur n = ( n1; : : : ; nL ) .

Les clien ts arriv en t dans la �le suiv an t un pro cessus de P oisson d'in tensité � et à un nouv eau

clien t est asso cié un lab el l a v ec la probabilité � (l; n ) dans l'état n :

LX

l=1

� (l; n ) = 1 :

Dans l'état n , les clien ts de lab el l partagen t équitablemen t une prop ortion � 0(l; n ) de capacité

de service :

LX

l=1

� 0(l; n ) = 1 :
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L'év olution de la �le p eut être décrite par une c haîne de Mark o v sur un sous-ensem ble de

NL
. On supp ose que cette c haîne de Mark o v est irréductible.

Cette discipline p eut être vue comme un réseau de �les d'atten te PS (Section 1.4.3) a v ec taux

d'arriv ée et capacités de service dép endan ts du nom bre de clien ts à c haque �le :

Cap acités de sevic e : � 0(l; n ); l = 1 ; : : : ; L .

A rrivé es p oissoniennes d'in tensité �� (l; n ); l = 1 ; : : : ; L .

D'après la Section 1.4.3, ce réseau est insensible si et seulemen t si les fonctions

 l (n) =
�� (l; n � el )

� l � 0(l; n )

son t équilibrées, el étan t le v ecteur unitaire de dimension L don t la l ème

comp osan te est égale à

1 et les autres son t n ulles.

En particulier, cette nouv elle discipline donne la �le d'atten te LIF O préemptiv e a v ec un

nom bre limité de L places si :

8
>>>>><

>>>>>:

� (1; 0) = � 0(1; e1) = 1
� (2; e1) = � 0(2; e1 + e2) = 1
� (3; e1 + e2) = � 0(3; e1 + e2 + e3) = 1

.

.

.

� (L; e1 + : : : + eL � 1) = � 0(L; e1 + : : : + eL ) = 1 :

Dans cet exemple, les lab els corresp onden t aux p ositions de clien ts dans la �le d'atten te.

La discipline LIF O préemptiv e considérée ci-dessus est symétrique mais en général, notre

discipline a v ec lab els ne l'est pas. P ar exemple, considérons un cas simple où L = 2 et � (1; n) =
� 0(1; n) = 0 sauf si n2 = 0 . Dans cette discipline, la priorité est donnée au lab el 2, c.à.d. que

si les clien ts de lab el 2 son t présen ts dans la �le, toute la capacité est donnée à ces clien ts et

un nouv eau clien t est toujours asso cié le lab el 2. Cette discipline con tien t alors deux classes de

priorité de telle sorte que la �le alloue toute sa capacité aux clien ts de la classe 2, la plus fa v orisée.

Les lab els corresp onden t alors aux classes de priorité.

Dans ce cas, l'état de la �le est de la forme (n1; n2) , où n i désigne le nom bre de clien ts de

lab el i . Dans la Figure 2.11, son t illustrées deux transitions p ossibles à partir de l'état (2; 3) :

Une arriv ée a lieu a v ec le taux de transition � , cet arriv é est asso cié le lab el 2, menan t la �le à

l'état (2; 4), et un départ de l'un des trois clien ts de classe 2 a lieu a v ec le taux de transition � ,

menan t la �le à l'état (2; 2).

On p eut former une autre discipline de service de priorité en considéran t L = 2 et p our tout

n � 1 : �
� (2; ne1) = pn

� 0(2; ne1 + e2) = 1 :

Ainsi, si n clien ts son t présen ts dans la �le à une arriv ée, le nouv eau clien t se sert immé-

diatemen t de toute la capacité de la �le a v ec la probabilité pn . Dans ce cas là, aucune arriv ée
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Fig. 2.11 � Une �le a v ec 2 classes de priorité : Arriv ée d'un nouv eau clien t de la classe 2 et

départ de l'un des trois clien ts de cette classe.

ne sera acceptée p endan t le service de ce clien t fa v orisé. Et sinon, ce nouv eau clien t partage

équitablemen t la capacité a v ec les autres clien ts a v ec la probabilité 1 � pn .

P ar con v en tion, p0 = 0 , c.à.d. que si un clien t arriv e lorsque la �le est vide, il est asso cié

à la première classe, l'état de la �le devien t (1; 0). L'espace d'états est alors l'ensem ble G =
f (0; 0)g [ f (n1; n2) : n1 > 0; n2 = 0 ; 1g.

L'insensibilité de cette �le est mon trée comme suit : On s'ap erçoit que p our tout état n =
(n1; n2) 2 G , il y a un seul c hemin direct de cet état à l'état vide 0 = (0 ; 0), alors le pro duit

d'une fonction  l (n) quelconque prise sur un c hemin direct de n à 0 ne dép end pas de ce c hemin.

En particulier, notre fonction  est équilibrée, alors cette discipline de service est insensible.

En�n, considérons la discipline de tr ansfert a v ec L = 2 lab els, telle que s'il y a autan t de

clien ts de lab el 1 que ceux de lab el 2, toute la capacité de la �le est allouée équitablemen t aux

clien ts de lab el 1 et la �le n'accepte que des arriv ées de clien ts de lab el 2, sinon, si les clien ts de

lab el 2 son t plus nom breux, la capacité est alors transférée à ces clien ts, c.à.d. que la capacité

de la �le est allouée équitablemen t aux clien ts de lab el 2, et la �le n'accepte que des arriv ées de

clien ts de lab el 1.

À partir de l'état vide, la �le ne p eut atteindre que les états de formes (n; n) ou (n; n +1) ; n 2
N . Le serv eur sert successiv emen t les deux classes de clien ts.

Fig. 2.12 � Discipline de transfert : Arriv ées et départs dans les états (n; n) et (n; n + 1) .

2.4.2 Nom bre �ni de places

Dans la Section 1.3.2, on a mon tré que la décomp osabilité d'un mo dèle R GSMP assure son

insensibilité et on a remarqué qu'il n'y a pas d'équiv alence en tre ces deux propriétés. Le mo dèle

que l'on in tro duira dans cette partie illustrera cette propriété de non-équiv alence. En e�et, notre

mo dèle sera insensibile mais non-décomp osable en forme pro duit.

Considérons une �le d'atten te don t le nom bre de places est limité à une certaine v aleur N .

Supp osons que les clien ts arriv en t dans la �le suiv an t un pro cessus de P oisson d'in tensité � . S'il

y a déjà N clien ts dans la �le, aucune arriv ée n'est p ermise, dans le cas con traire où il n'y a que

n clien ts dans la �le, n < N , un nouv eau clien t c hoisit la p osition l a v ec la probabilité � (l; n + 1) .
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Une prop ortion � 0(l; n ) de capacité de service est allouée au clien t en p osition l lorsqu'il y a n
clien ts dans la �le, n � N .

Commençons par les deux cas les plus simples a v ec N = 1 et N = 2 .

N égal à 1. Dans ce cas, à son arriv ée, un clien t prend forcémen t la place unique dans la �le et

le serv eur donne toute sa capacité à ce clien t :

� 0(1; 1) = � (1; 1) = 1 :

Ce cas est trivial car cette �le est à la fois symétrique et insensible.

N égal à 2. On a aussi � 0(1; 1) = � (1; 1) = 1 . Le problème est de trouv er les v aleurs de

� 0(1; 2); � 0(2; 2) et � (1; 2); � (2; 2) qui assuren t l'insensibilité de la �le.

P our la condition nécessaire, on supp ose que les clien ts demanden t les services aléatoires de 2
phases exp onen tielles de même mo y enne 1=� . Si les clien ts arriv en t dans la �le selon un pro cessus

de P oisson d'in tensité � , le taux de c harge est donné par

� = 2
�
�

:

Le micro-état de la �le se comp ose de la phase de service de c haque clien t et l'espace des

micro-états con tien t 7 élémen ts :

X = f (0); (1); (2); (1; 1); (1; 2); (2; 1); (2; 2)g:

La distribution stationnaire � doit satisfaire un système de 7 équations de balance globale.

Si la distribution stationnaire du nom bre de clien ts est insensible, � doit satisfaire de plus les

conditions suiv an tes

�
� (1) + � (2) = �� (0)
� (1; 1) + � (1; 2) + � (2; 1) + � (2; 2) = � 2� (0)

En étudian t le système d'équations de balance globale et ces deux conditions d'insensibilité,

on p eut trouv er la condition nécessaire de l'insensibilité :

�
� 0(1; 2) � � 0(2; 2)

��
� 0(1; 2) � � (1; 2)

�
= 0

Cette condition est équiv alen te à la symétrie de la �le, qui est aussi une condition su�san te

[Kel79 ].

Alors dans les deux premiers cas où N = 1 et N = 2 , l'insensibilité est équiv alen te à la

symétrie. Au con traire, p our à partir de N = 3 , le système d'équations de balance globale devien t

trop compliqué p our étudier a�n de trouv er la condition nécessaire et su�san te de l'insensibilité.

Dans la suite, on donnera une condition su�san te qui est moins restrein te que la symétrie. D'une

part, cela mon tre que la symétrie n'est plus nécessaire p our l'insensibilité si N � 3. D'autre part,

comme les disciplines a v ec lab els considérées dans la section précéden te, cette nouv elle discipline

non symétrique p eut donner une p ersp ectiv e p our iden ti�er la condition nécessaire et su�san te

de l'insensibilité.

N plus grand ou égal à 3.
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On étudiera ici une discipline non symétrique a v ec

�
� 0(l; n ) = � (l; n ); 8n < N; l = 1 ; : : : ; n
� 0(l; N ) = 1

N ; 8l = 1 ; : : : ; N:
(2.15)

T out d'ab ord, remarquons qu'en faisan t le nom bre de places tendre v ers 1 , on obtien t une

�le symétrique sans limite de place, qui est insensible.

Retournons main tenan t aux cas où N est �ni. Si � (l; N ) 6= 1=N , cette �le d'atten te est non

symétrique et en général, sensible à la distribution des demandes de service, mais on mon trera

qu'elle reste insensible si les probabilités de p ositionnemen t satisfon t les conditions suiv an tes

8
>>><

>>>:

(N � 1)� (1; N ) + � (2; N ) = 1
(N � 2)� (2; N ) + 2 � (3; N ) = 1

.

.

.

� (N � 1; N ) + ( N � 1)� (N; N ) = 1

(2.16)

Remarquons qu'en somman t ces égalités, on retrouv e la condition :

NX

l=1

� (l; N ) = 1 ;

de telle sorte que ces équations admetten t une in�nité de solutions don t l'une est la discipline

symétrique � (l; N ) = 1 =N .

Distribution stationnaire.

On supp ose que les demanden ts de services son t i.i.d. de loi mélange de distributions d'Erlang,

c.à.d. une somme d'un nom bre aléatoire de phases exp onen tielles de mo y enne � � 1
. P osons s(k)

la probabilité que le nom bre de phases soit égal à k , �s(k) la probabilité que le nom bre de phases

dépasse k et �s le nom bre mo y en de phases. Alors

1X

k=1

s(k) = 1 ; �s(k) =
X

j � k

s(j ); et �s =
1X

k=1

ks(k) =
1X

k=1

�s(k):

Le taux de c harge de la �le est alors

� =
� �s
�

:

P osons x l la phase de service du clien t en p osition l , x = ( x1; : : : ; xn ) le micro-état de la �le,

où jxj = n désigne le nom bre de clien ts dans la �le, n � N .

Théorème 2.13 Une mesur e stationnair e de l'état de la �le est de la forme :

� (x) =

(
( �

� )n Q n
l=1 �s(x l ) si jxj = n < N

( �
� )N Q N

l=1 �s(x l )f (x) si jxj = N;
(2.17)

où f (x) est une fonction dé�nie ultérieur ement p ar (2.24).
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Preuv e. La démonstration est basée sur les équations de balance partielle.

P osons T k;l x (resp. Tl x ) le micro-état obten u de x en a joutan t un clien t en phase de service

k à la p osition l (resp. le micro-état obten u de x en e�açan t le clien t en p osition l ).

� Si 0 � n < N � 1, le �ux de probabilité d'un départ menant la �le à l'état x est donné par

n+1X

l=1

X

k� 1

� (T k;l x)�� 0(l; n + 1)
s(k)
�s(k)

= � (x)�
n+1X

l=1

X

k� 1

� 0(l; n + 1) s(k);

car � (T k;l x) = � (x)�s(k + 1) =�s(k) .

Ce �ux de probabilité est égal au �ux de probabilité d'une arriv ée dans l'état x :

� (x)�:

� Si 1 � n � N � 1, le �ux de probabilité corresp ondan t à une arriv ée menant la �le à l'état

x est donné par

nX

l=1

� (Tl x)�� (l; n )I (x l = 1) = � (x)�
nX

l=1

� (l; n )I (x l = 1) ;

car �s(x l ) = �s(1) = 1 et � (Tl x) = � (x)�=� si x l = 1 .

P ar ailleurs, le �ux de probabilité corresp ondan t à une transition de phases menant la �le

à l'état x est donné par

nX

l=1

� (x � el )��
0(l; n )

�s(x l )
�s(x l � 1)

I (x l > 1) = � (x)�
nX

l=1

� (l; n )I (x l > 1);

car � 0(l; n ) = � (l; n ) si n � N � 1, et � (x � el ) = � (x)�s(x l � 1)=�s(x l ) si x l > 1, el étan t

le v ecteur unitaire de dimension n don t la l ème

comp osan te est égale à 1 et les autres son t

n ulles.

En somman t ces deux �ux de probabilité, on obtien t le �ux de probabilité corresp ondan t

à un accomplissemen t de phase de service d'un clien t lorsque la �le est dans l'état x :

� (x)�:

Alors � est une mesure stationnaire du micro-état de la �le si et seulemen t si elle satisfait les

deux équations de balance partielle suiv an tes

� (x)� =
NX

l=1

X

k� 1

� (T k;l x)�� 0(l; N )
s(k)
�s(k)

; si jxj = N � 1; (2.18)
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et

� (x)� =
N � 1X

l=1

� (Tl x)�� (l; N )I (x l = 1)

+
NX

l=1

� (x � el )��
0(l; N )

�s(x l )
�s(x l � 1)

I (x l > 1); si jxj = N: (2.19)

L'équation (2.18) est équiv alen te à la condition suiv an te sur la fonction f (x) :

NX

l=1

X

k� 1

s(k)f (T k;l x) = N; 8x : jxj = N � 1: (2.20)

Et l'équation (2.19) est équiv alen te à la form ule récursiv e de la fonction f (x) :

f (x) =
NX

l=1

�
� (l; N )I (x l = 1) +

1
N

f (x � el )I (x l > 1)
�

; 8x : jxj = N: (2.21)

Alors s'il existe une fonction f satisfaisan t (2.20) et (2.21), la mesure � donnée dans le Théo-

rème 2.13 forme une mesure stationnaire du micro-état x . Dans la suite, on mon trera l'existence

d'une telle fonction.

En appliquan t l'équation (2.21) p our x = e1 + e2 + : : : + eN , on obtien t la condition initiale

de la fonction f (x) :

f (e1 + e2 + : : : + eN ) =
NX

l=1

� (l; N ) = 1 : (2.22)

Alors la fonction f (x) est complètemen t déterminée par cette condition initiale (2.22) et la

form ule récursiv e (2.21). Il ne nous reste qu'à mon trer que la fonction dé�nie récursiv emen t par

(2.22) et (2.21) remplit la condition (2.20) p our tout x tel que jxj = N � 1. En particulier, on

mon trera par récurrence une condition plus forte :

NX

l=1

f (T k;l x) = N; 8k � 1; 8x : jxj = N � 1: (2.23)

Cette condition signi�e que p our tout état x; jxj = N; la somme de f sur tous les états obten us

à partir de x en déplaçan t un clien t particulier, est égal à N , indép endammen t de sa phase de

service k .

Commençons par x = e1+ e2+ : : :+ eN � 1 et k = 1 , alors T k;l x = e1+ e2+ : : :+ eN ; 8l = 1 ; : : : ; N;
et cette condition (2.23) devien t équiv alen t à la condition initiale (2.22) :

NX

l=1

f (e1 + e2 + : : : + eN ) = N:

67



Chapitr e 2. Disciplines de servic e insensibles

La condition (2.23) est ensuite jusiti�ée à être remplie p our le couple (k; x) , x = e1 + e2 +
: : : + eN � 1 , 8k � 1; par récurrence sur k :

f (T k+1 ;l x) =
l � 1X

l0=1

� (l0; N ) +
1
N

f (T k;l x) +
NX

l0= l+1

� (l0; N )

= 1 � � (l; N ) +
1
N

f (T k;l x):

En somman t sur l , on obtien t l'égalité (2.23) p our le couple (k + 1 ; x) par récurrence :

NX

l=1

f (T k+1 ;l x) = N �
NX

l=1

� (l; N ) +
1
N

NX

l=1

f (T k;l x) = N:

Supp osons main tenan t que la condition (2.23) est remplie p our (k; x0) , p our tout k � 1 et

p our tout x0
tel que x0 � x , c.à.d. x0

l � x l 8l = 1 ; : : : ; N et qu'il existe un indice l tel que x0
l < x l .

On mon trera par récurrence sur k que cette condition est aussi remplie p our (k; x); 8k � 1.

P our k = 1 , on a :

f (T1;l x) =
l � 1X

l0=1

�
� (l0; N )I (x l0 = 1) +

1
N

f (T1;l (x � el0)) I (x l0 > 1)
�

+ � (l; N )

+
N � 1X

l0= l

�
� (l0+ 1 ; N )I (x l0 = 1) +

1
N

f (T1;l (x � el0)) I (x l0 > 1)
�

:

En utilisan t (2.23) p our le couple (1; x � el0); l0 = 1 ; : : : ; N , on v éri�e que cette condition est

aussi satisfaite p our le couple (1; x) :

NX

l=1

f (T1;l x) = N:

Supp osons ensuite que la condition (2.23) est rempie p our le couple (k; x) , on v éri�era cette

condition p our (k + 1 ; x) . On a :

f (T k+1 ;l x) =
l � 1X

l0=1

�
� (l0; N )I (x l0 = 1) +

1
N

f (T k+1 ;l (x � el0)) I (x l0 > 1)
�

+
1
N

f (T k;l x)

+
N � 1X

l0= l

�
� (l0+ 1 ; N )I (x l0 = 1) +

1
N

f (T k+1 ;l (x � el0)) I (x l0 > 1)
�

:

En utilisan t (2.23) p our (k +1 ; x � el0); l0 = 1 ; : : : ; N; et p our (k; x) , on obtien t p our le couple

(k + 1 ; x) :

NX

l=1

f (T k+1 ;lx) = N:
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Alors on a (2.23) p our (k; x); 8k � 1; 8x : jxj = N � 1; si (2.23) est vraie p our (k; x0); 8k �
1; 8x0 : jx0j = N � 1; x0 � x . Or initialemen t, cette condition se v éri�e p our (k; x) , x = e1 + e2 +
: : : + eN � 1 , 8k � 1; alors on déduit que (2.23) est remplie p our tout couple (k; x); 8k � 1; 8x :
jxj = N � 1.

La fonction f (x) déterminée récursiv emen t par :

(
f (x) = 1 ; p our x = e1 + e2 + : : : + eN

f (x) =
P N

l=1

�
� (l; N )I (x l = 1) + 1

N f (x � el )I (x l > 1)
�

; 8x : jxj = N
(2.24)

satisfait la condition (2.23) :

NX

l=1

f (T k;l x) = N; 8k � 1; 8x : jxj = N � 1:

P ar conséquence, la mesure corresp ondan te � dé�nie dans le Théorème 2.13 donne une mesure

stationnaire du micro-état x .

�

Impact des probabilités de p ositionnemen t � (l; N ) sur la fonction f

Remarquons que la fonction f dép end fortemen t des probabilités � (1; N ); : : : ; � (N; N ) . Même

si on est dans le cas N � 3, nos études con viennen t aussi a v ec le cas N = 2 , et même dans ce cas

simple, on p eut v oir le grand impact des probabilités de p ositionnemen t sur la fonction f . A�n

de simpli�er les notations, p osons � 1 = � (1; 2) et � 2 = � (2; 2). Dans ce cas, la �le est insensible

p our tous � 1; � 2 tels que

� 1 + � 2 = 1 ;

et la fonction f est dé�nie par :

8
<

:

f (1; 1) = 1
f (u; v) = � 1I (u = 1) + 1

2 f (u � 1; v)I (u > 1)
+ � 2I (v = 1) + 1

2 f (u; v � 1)I (v > 1) u; v � 1:

La forme explicite de f (u; v) est très compliquée alors on se con ten te à regarder l'impact de � 1

et � 2 sur les v aleurs de f (k; 1) et f (1; k) :

�
f (k; 1) = 1

2k � 1 + 2 � 2(1 � 1
2k � 1 )

f (1; k) = 1
2k � 1 + 2 � 1(1 � 1

2k � 1 ):

Alors on p eut v éri�er que la condition (2.23) est remplie p our x = (1) : f (k; 1) + f (1; k) = 2 .

Main tenan t, si c haque nouv eau clien t c hoisit sa p osition suiv an t une distribution uniforme,

c.à.d. que � 1 = � 2 = 1=2, f (k; 1) = f (1; k) = 1 qui coïncide a v ec le cas d'une �le symétrique et

en fait la �le est symétrique car � (l; n ) = � 0(l; n ) p our tous n; l .

P ar con tre, si un nouv eau clien t c hoisit toujours de se placer à la tête de la �le, c.à.d. que

� 1 = 1 et � 2 = 0 , la �le est non symétrique et f (k; 1) = 1=2k� 1 << f (1; k) . Dans ce cas, le plus

nouv eau des deux clien ts dans la �le (celui en tête de la �le) a une forte probabilité d'être à sa

première phase de service, sac han t que l'un des deux clien ts l'est.
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Insensibilité

La �le d'atten te est insensible à la distribution des demandes de service, au moins p our les

mélanges de distributions d'Erlang :

Théorème 2.14 L a �le d'attente est insensible, une mesur e stationnair e du nombr e de clients

dans la �le est à forme gé ométrique et ne dép end que de la char ge � :

� 0(n) = � n ; 8n � N:

Preuv e. P our n < N , on a :

� 0(n) =
X

x:jx j= n

(
�
�

)n
nY

l=1

�s(x l ) = � n :

P our n = N , on a :

� 0(N ) =
X

x:jx j= N

(
�
�

)N
NY

l=1

�s(x l )f (x)

Remarquons que p our toute p erm utation � 2 P (N ) , on a :

NY

l=1

�s(� (x) l ) =
NY

l=1

�s(x l );

et grâce à la condition (2.23), il se déduit que :

X

� 2P (N )

f (� (x)) =
X

� 2P (N )

1:

P ar conséquence, le terme � 0(N ) reste inc hangé si on remplace f (x) par sa mo y enne sur

toutes les p erm utations � 2 P (N ) :

� 0(N ) =
X

x:jx j= N

(
�
�

)N
NY

l=1

�s(x l )f (x)

=
X

x:jx j= N

(
�
�

)N
NY

l=1

�s(x l )

P
� 2P (N ) f (� (x))
P

� 2P (N ) 1

=
X

x:jx j= N

(
�
�

)N
NY

l=1

�s(x l )

= � N :

Alors la �le est insensible à la distribution des demandes de service, au moins p our les

mélanges de distributions d'Erlang, et la distribution stationnaire du nom bre de clien ts est à forme

70



2.4. Disciplines non symétriques

pro duit � 0(n) = C� n ; 8n � N , où C désigne la constance de normalisation. P ar conséquence, le

temps de séjour mo y en d'un clien t dans la �le est aussi insensible à la distribution des demandes

de service.

�

Décomp osabilité

On a in tro duit une nouv elle discipline insensible non symétrique. Remarquons que cette

discipline n'est pas décomp osable en forme pro duit (Prop osition 1.16) parce que dans le cas

exp onen tiel, les équations de balance lo cale (1.25) ne son t pas satisfaites p our le macro-état N :

Le taux de mort du clien t en p osition l est :

� 0(N )
�
N

;

tandis que son taux de naissance est :

� 0(N � 1)�� (l; N ) = � 0(N )�� (l; N ):

Si � (l; N ) 6= 1=N , ces deux taux son t di�éren ts, les équations de balance lo cale ne son t pas

satisfaites et la �le n'est pas décomp osable en forme pro duit. P ourtan t, cette �le d'atten te est

insensible, ce qui mon tre que la propriété de décomp osabilité est plus forte que l'insensibilité.

Sensibilité du con tre exemple

Si les conditions (2.16) sur les probabilités de p ositionnemen t � (l; N ) ne son t pas satisfaites,

la �le d'atten te est sensible en général. Considérons l'exemple simple d'une �le d'atten te limitée

à N = 3 places, a v ec le pro cessus d'arriv ées p oissonnien d'in tensité � = 1 et un nouv eau clien t

est toujours placé à la �n de la �le. Cette �le d'atten te disp ose d'un serv eur de taux de service

2 donné en totalité au clien t à la �n de la �le s'il y a moins de trois clien ts dans la �le et sinon,

partagé équitablemen t aux trois clien ts dans la �le. On v éri�e bien que les conditions (2.15) son t

remplies :

� 0(n; n) = � (n; n) = 1 ; 8n < N;

et

� 0(l; N ) =
1
N

; 8l = 1 ; : : : ; N:

P ar con tre, les probabilités de p ositionnemen t � (l; N ) ne satisfon t pas les conditions (2.16) comme

� (3; 3) = 1 et � (1; 3) = � (2; 3) = 0 :

�
2� (1; 3)+ � (2; 3) = 0 6= 1
� (2; 3)+ 2 � (3; 3) = 2 6= 1 :

Supp osons que les demandes de service son t i.i.d. de loi h yp erexp onen tielle de paramètre �
et de mo y enne 1. La Figure 2.13 mon tre la sensibilité du temps de séjour mo y en au paramètre

de la loi h yp erexp onen tielle � .

Si � = 1 , la loi h yp erexp onen tielle devien t exp onen tielle et le temps de séjour mo y en est égal à

celui d'une �le d'atten te symétrique insensible de 3 places. P ar con tre, le temps de séjour mo y en

devien t plus imp ortan t lorsque la loi de demandes de service v arie.
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Fig. 2.13 � T emps de séjour mo y en dans une �le d'atten te de 3 places.

2.5 Bilan des disciplines insensibles / sensibles

Dans cette partie, on récapitulera des disciplines insensibles / sensibles.

1. Les disciplines symétriques son t insensibles. Les disciplines PS et LIF O-préemptiv e fon t

partie de ces disciplines symétriques.

Les réseaux de Jac kson et de Kelly de ces �les d'atten te son t aussi insensibles aux distri-

butions de demandes de service. De plus, si les capacités de service, les taux d'arriv ée et

le routage dép enden t du nom bre de clien ts à c haque �le, ces réseaux son t insensibles si et

seulemen t s'ils satisfon t une certaine propriété d'équilibre.

À partir de ces réseaux, on p eut construire de nom breuses nouv elles disciplines insensibles.

P ar exemple, la discipline de transfert a v ec 2 classes de clien ts don t le serv eur sert alter-

nativ emen t l'une des deux classe est une des disciplines insensibles a v ec lab els in tro duites

dans la Section 2.4.1.

Les réseaux de �les symétriques resten t insensibles même si l'on y in tro duit des p erm uta-

tions de clien ts à c haque �le. P ar con tre, s'il y a p erm utations de clien ts de deux �les de

di�éren tes distributions des demandes de service, ces réseaux son t sensibles, v oir la Section

2.2.5. À la �n de la même section, on a aussi considéré des p erm utations en tre les clien ts de

deux �les PS parallèles de même distribution des demandes de service. P ar sim ulation, on

a mon tré que le temps de séjour mo y en de tous clien ts dans le système est insensible mais

au con traire, le temps de séjour mo y en éc han tillonné sur les clien ts en tran ts initialemen t à

une �le particulière est sensible à la distribution des demandes de service et aussi sensible

au taux de p erm utation.

2. Dans la Section 2.4.2, une classe des disciplines nonsymétriques a v ec un nom bre limite de

places a été in tro duite et prouv ée d'être insensible, mais non-décomp osable, qui donne au

même temps une illustration du fait qu'en général, l'insensibilité n'est pas équiv alen te à la

décomp osabilité.
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3. En rev anc he, on rencon tre aussi des disciplines sensibles, par exemple, la discipline FIF O,

la discipline à priorité, la discipline limitée à un nom bre �ni de places que l'on a considérée

dans la section précéden te,...
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Métriques de débit

Sommaire

3.1 Mo dèle de tra�c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

3.2 Débit éc han tillonné par �ot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

3.2.1 Dé�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

3.2.2 Propriété . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

3.3 Débit éc han tillonné en temps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

3.3.1 Dé�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

3.3.2 Propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

3.4 In terprétation du débit instan tané . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

3.5 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

3.5.1 P artage équitable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

3.5.2 Con train tes de capacité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

3.5.3 P artage inéquitable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

Le débit est un indicateur clef de la p erformance p our l'accès In ternet. Il est souv en t le

résultat du m ultiplexage statistique d'un nom bre aléatoire de �ots partagean t un lien comm un.

Les exemples t ypiques incluen t les liens d'accès dans un réseau sans �l, cablé ou d'Ethernet haut-

débit. Dans certains autres cas comme l'accès DSL, les utilisateurs disp osen t de leur propre lien.

À condition que le réseau n'est pas limitan t, le débit est alors presque constan t et déterminé par

la vitesse du lien d'accès, v arian t de 512 kbit/s à 20 Mbit/s p our un accès DSL. Le dév elopp emen t

d'accès optique, de très haute vitesse, de 40 Mbit/s à 1 Gbit/s, tend à augmen ter les constrain tes

du débit au réseau collecte. Le débit sera alors le résultat d'un m ultiplexage statistique.

Le c hoix d'une "b onne" métrique de débit, qui est critique p our dimmensionner les réseaux,

n'est pas un problème facile sac han t la nature aléatoire du tra�c. Considérons par exemple deux

tranferts indép endan ts d'un même �c hier don t le premier est complété au taux 1 Mbit/s et le

deuxième au taux 3 Mbit/s. D'une part, il est naturel à dire que le débit mo y en est égal à 2

Mbit/s. D'autre part, le calcul basé sur la durée mo y enne de transfert donne 1.5 Mbit/s, qui

corresp ond au débit mo y en harmonique ; ceci est aussi le débit d'un �ot virtuel qui comprendrait

le transfert consécutif des deux �c hiers.

Dans cette partie, on dé�nira formellemen t deux métriques de débit, à sa v oir le débit é chan-

til lonné p ar �ot et celui é chantil lonné en temps . Les dé�nitions ne son t pas restrein tes au débit
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mo y en mais appliquées à la distribution du débit. On donnera quelques propriétés génériques, par

exemple les expressions asymptotiques dans les cas limites de �ots de taille in�nimen t p etite et

in�nimen t large. On mon trera que le débit éc han tillonné en temps p eut être in terprété comme le

débit instan tané p ondér é par le nom bre de �ots, ce qui fournit un mo y en pratique p our l'év aluer

et le mesurer. Ceci explique p ourquoi le débit mo y en éc han tillonné en temps est plus souv en t

utilisé, v oir [BFBP

+
01, BMPV06 , DPR04 , HLN97, LB03 ].

Les notions de débits mo y ens éc han tillonnés par �ot et en temps son t considérées dans

[KK02 , LvdBB04 ]. Il est notammen t observ é que le premier est dure à év aluer même dans le

cas le plus simple d'un lien unique partagé équitablemen t, mais p eut être appro ximé par le débit

instan tané mo y en qui disp ose de l'expression explicite [BK00 , KK02 , LvdBB04 ]. On v erra que le

débit instan tané sou�re en fait un biais d'éc han tillonnage : il dép end de la prop ortion p du tra�c

éc han tillonné. P ar exemple, p our un lien partagé équitablemen t, le débit instan tané mo y en coïn-

cide a v ec le débit mo y en éc han tillonné par �ot p our p = 1 et a v ec le débit mo y en éc han tillonné en

temps p our p ! 0. D'ailleurs, le débit instan tané mo y en p ondéré par le nom bre de �ots coïncide

a v ec le débit mo y en éc han tillonné en temps p our toute prop ortion du tra�c éc han tillonné.

La con tribution clef de cette partie est d'étendre les notions d'éc han tillonnage par �ot et en

temps à la distribution du débit. Il est particulièremen t approprié p our les �ux adaptatifs qui

requièren t un débit minimal. Dans cette section, on se fo calise sur le tra�c élastique où le taux

de service de �ots s'a juste p our remplir la bande passan te disp onible. Mais les résultats p euv en t

être utilisés comme une appro ximation conserv ativ e p our un scénario plus réaliste où les tra�cs

élastiques et adaptatifs son t m ultiplexés [BP04 ]. Il est clair que le débit mo y en n'est pas une

b onne métrique p our év aluer la qualité de �ots adaptatifs. Des résultats asymptotiques sur la

durée et le débit de �ot, v oir [BBNnQ05 , BvOZ05 , GRZ04], ne su�sen t pas non plus à ce but.

Ce qui est vraimen t nécessaire est la distribution du débit, comme décrit dans la suite.

3.1 Mo dèle de tra�c

Considérons un �ot arbitraie de taille p oten tiellemen t in�nie initié à l'instan t 0. On consi-

dère ce �ot comme un �uide et on note ' (t) son débit instan tané à l'instan t t . Ce pro cessus

sto c hastique n'est pas stationnaire à cause de l'impact du �ot étiqueté sur l'état du système.

Supp osons que ce pro cessus attein t son état stationnaire caractérisé par une certaine v ariable

aléatoire ' perm
corresp ondan te à la distribution du débit d'un �ot p ermanent . Supp osons aussi

que le pro cessus ' (t) prend des v aleurs p ositiv es dans un certain ensem ble discret b orné X et

qu'il est régulier, con tin u à droite a v ec une limite à gauc he et ergo dique, c.à.d. que

lim
T !1

1
T

Z T

0
I (' (t) = x) = P(' perm = x) p.s. ; 8x 2 X : (3.1)

Notons ' virt = ' (0) le débit d'un �ot virtuel de taille n ulle.

Si le �ot étiqueté est de taille s, sa durée D(s) est une v ariable aléatoire dé�nie par l'égalité

s =
Z D (s)

0
' (t)dt:
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3.2. Débit é chantil lonné p ar �ot

Soit T0 le premier instan t t tel que ' (t) 6= ' (0) . On a évidemmen t ' (t) = ' (0) p our tout

t < T 0 et

D(s) =
s

' virt si s < ' virt T0:

Comme ' virt T0 > 0 presque sûremen t, on obtien t

lim
s! 0

s
D(s)

= ' virt
p.s. (3.2)

Ensuite, en utilisan t le fait que l'ensemle X est b orné, on a

lim
s!1

D(s) = 1 p.s. (3.3)

Alors par l'ergo dicité,

lim
s!1

s
D(s)

= E[' virt ] p.s. (3.4)

Dans la suite, on p ose S une taille aléatoire de �ot et D = D(S) la durée corresp ondan te :

S =
Z D

0
' (t)dt:

3.2 Débit éc han tillonné par �ot

3.2.1 Dé�nition

Supp osons main tenan t que le �ot étiqueté est de taille aléatoire S . P our tout x 2 X , consi-

dérons la fraction mo y enne de temps que ce �ot ait débit x

E
h 1

D

Z D

0
I (' (t) = x)dt

i
(3.5)

Cette fraction mo y enne dé�nit une distribution sur l'ensem ble X . On app elle la v ariable

aléatoire corresp ondan te X f low
le débit é chantil lonné p ar �ot .

La dé�nition ci-dessus p eut s'étendre à des �ots de toute taille �xée s > 0. La v ariable

aléatoire corresp ondan te X f low (s) est alors dé�nie par

P
�

X f low (s) = x
�

= E
h 1

D(s)

Z D (s)

0
I (' (t) = x)dt

i
: (3.6)
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3.2.2 Propriété

Le débit mo y en éc han tillonné par �ot, noté 
 f low
, est donné par


 f low = E
h
X f low

i

=
X

x2X

xE
h 1

D

Z D

0
I (' (t) = x)dt

i

= E

"
1
D

Z D

0

� X

x2X

xI (' (t) = x
�
dt

#

= E
h 1

D

Z D

0
' (t)dt

i

= E
hS

D

i
: (3.7)

De même, on obtien t le débit mo y ene éc han tilloné par �ot d'un �ot de taille s


 f low (s) = E
�
X f low (s)

�
= E

h s
D(s)

i
: (3.8)

On énonce ci-dessous des résultats p our les cas limites de �ots de taille in�nimen t p etite et

in�nimen t large.

Théorème 3.1 L e débit é chantil lonné p ar �ot X f low (s) tend en distribution vers ' virt
lorsque

s tend vers 0 et vers ' perm
lorsque s tend vers 1 .

Preuv e. Rapp elons que

P
�

X f low (s) = x
�

= E

"
1

D(s)

Z D (s)

0
I (' (t) = x)dt

#

:

Comme dans la Section 3.2.1, p osons T0 le premier instan t t tel que ' (t) 6= ' (0) . On a

1
D(s)

Z D (s)

0
I (' (t) = x)dt = I (' virt = x) si s < ' virt T0:

Comme ' virt T0 > 0 presque sûremen t, on obtien t

lim
s! 0

1
D(s)

Z D (s)

0
I (' (t) = x)dt = I

�
' virt = x

�
p.s.

et

lim
s! 0

P
�

X f low (s) = x
�

= P
�

' virt = x
�

:
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L'autre limite est déduite par l'ergo dicité en utilisan t (3.1) et (3.3) :

lim
s!1

1
D(s)

Z D (s)

0
I (' (t) = x)dt = P

�
' perm = x

�
p.s.

�

3.3 Débit éc han tillonné en temps

3.3.1 Dé�nition

Supp osons que le �ot étiqueté est de taille aléatoire S . P our tout x 2 X , considérons le

rapp ort de la durée mo y enne au débit x à la durée mo y enne de �ot :

E

"
RD

0 I (' (t) = x)dt

#

E[D ]
: (3.9)

Ce rapp ort dé�nit une distribution sur l'ensem ble X sac han t que la durée mo y enne de �ot

est �nie. On app elle la v ariable aléatoire corresp ondan te X time
le débit é chantil lonné en temps .

Cette dé�nition s'étend à toute taille �xée de �ot s > 0. La v ariable aléatoire corresp ondan te

X time (s) satisfait p our tout x 2 X

P
�

X time (s) = x
�

=

E

"
RD (s)

0 I (' (t) = x)dt

#

E
�
D (s)

� : (3.10)

A�n d'illustrer la di�érence a v ec l'autre métrique de débit, considérons I �o ws de taille s, de

durées resp ectiv es d1; : : : ; dI et de prop ortions de temps au débit x : f 1; : : : ; f I . P our la métrique

éc han tillonnée par �ot, la probabilité qu'un �ot de taille s ait le débit x est estimée par la

mo y enne empirique

1
I

IX

i =1

f i :

P our la métrique éc han tillonnée en temps, elle est estimée par la mo y enne empirique p ondér é e

par les durées de �ots P I
i =1 di f i

P I
i =1 di

:

Cette quan tité corresp ond au rapp ort du temps que les �ots on t débit x au temps total de

durées de �ots, d'où le terme é chantil lonné en temps . Remarquons que, sac han t que les I éc han-

tillonages soien t i.i.d., les deux expressions ci-dessus tenden t v ers (3.6) et (3.10) resp ectiv emen t,

lorsque I tend v ers l'in�ni.
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3.3.2 Propriétés

Le débit mo y en éc han tillonné en temps 
 time
est donné par


 time = E
h
X time

i

=
X

x2X

x
1

E[D ]
E

hZ D

0
I (' (t) = x)dt

i

=
1

E[D ]
E

" Z D

0

� X

x2X

xI (' (t) = x
�
dt

#

=
1

E[D ]
E

hZ D

0
' (t)dt

i

=
E[S]
E[D ]

: (3.11)

De même, on a le débit mo y en éc han tillonné en temps d'un �ot de taille s


 time (s) = E
h
X time (s)

i
=

s
E[D (s)]

: (3.12)

Main tenan t, a�n de mon trer la di�érence a v ec l'autre métrique, reprenons I �ots de taille s
et de durées resp ectiv es d1; : : : ; dI . P our la métrique éc han tillonnée par �ot, le débit mo y en est

estimé par la mo y enne arithmétique empirique

1
I

IX

i =1

s
di

;

tandis que p our la métrique éc han tillonnée en temps, il est estimé par la mo y enne harmonique

empirique  
1
I

IX

i =1

di

s

! � 1

:

Sac han t que les I éc han tillonnages soien t i.i.d., ces expressions tenden t v ers (3.8) et (3.12) res-

p ectiv emen t, lorsque I tend v ers l'in�ni.

On a le résultat suiv an t.

Théorème 3.2 Pour toute tail le de �ot, le débit moyen é chantil lonné en temps est inférieur au

débit moyen é chantil lonné p ar �ot :


 time (s) � 
 f low (s); 8s > 0:

Preuv e. La démonstraition se déduit de l'inégalité de con v exité

E[D(s)]E

"
1

D(s)

#

� 1:
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3.3. Débit é chantil lonné en temps

�

P our les cas limites de �ots de taille in�nimen t p etite et in�nimen t large, on a les résultats

suiv an ts.

Théorème 3.3 L e débit é chantil lonné en temps X time (s) tend en distribution vers ' perm
lorsque

s tend vers l'in�ni. De plus,

lim
s! 0

P
�

X time (s) = x
�

=
P

�
' virt = x

�

xE
h
1=' virt

i :

Preuv e. Rapp elons que

P
�

X time (s) = x
�

=

E

"
RD (s)

0 I (' (t) = x)dt

#

E[D (s)]
:

P ar l'ergo dicité, il est déduit de (3.1), (3.3) et (3.4) que

lim
s!1

1
s

Z D (s)

0
I (' (t) = x)dt =

P
�

' perm = x
�

E
h
' perm

i
p.s.

et

lim
s!1

E[D(s)]
s

=
1

E[' perm ]
;

alors

lim
s!1

1
E[D(s)]

Z D (s)

0
I (' (t) = x)dt = P

�
' perm = x

�
p.s.

P our l'autre limite, on utilise encore une fois le fait que ' (t) = ' virt
p our tout t < T 0 de

sorte que

1
D(s)

Z D (s)

0
I (' (t) = x)dt = I (' (t) = x) si s < � virt T0:

En utilisan t (3.2), on obtien t

lim
s! 0

1
s

Z D (s)

0
I (' (t) = x)dt =

1
x

I
�

' virt = x
�

p.s.

et

lim
s! 0

D(s)
s

=
1

' virt p.s.

alors

lim
s! 0

E

"
RD (s)

0 I (' (t) = x)dt

#

E[D (s)]
=

P
�

' virt = x
�

xE
h
1=' virt

i :

�
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3.4 In terprétation du débit instan tané

En pratique, les statistiques de débit son t b eaucoup plus faciles à estimer à tra v ers le débit

instan tané mesuré sur un certain in terv alle de temps c hoisi. Considérons un �ux a v ec taux d'arri-

v ée � de �ots du même débit instan tané. Comme dans la seciton précéden te, on note S leur taille

aléatoire et D leur durée aléatoire. On supp ose que le système est dans son état stationnaire et

on note n le nom bre de �ots actifs dans le �ux considéré et ' leur débit instan tané, bien dé�ni

si n � 1. P ar la loi de Little [BB03 ], on a

E[n] = � E[D ] et E
�
nI(' = x)

�
= � E

" Z D (s)

0
I (' (t) = x)

#

; (3.13)

alors

P
�

X time = x
�

=
E

�
nI(' = x)

�

E[n]
: (3.14)

P ar conséquence, le débit éc han tillonné en temps p eut être in terprété comme le débit instan-

tané p our une nouv elle mesure de probabilité où c haque év énemen t est p ondéré par le nom bre

de �ots. Cela fournit un mo y en utile p our év aluer et mesurer ce débit éc han tillonné en temps.

D'après (3.14), on a


 time = E
h
X time

i
=

E[n' ]
E[n]

: (3.15)

En utilisan t (3.13), on obtien t

E[n' ] = E
h
n

X

x2X

xI(' = x)
i

=
X

x2X

x� E
hZ D

0
I (' (t) = x)dt

i

= � E

" Z D

0
' (t)dt

#

= � E[S];

qui corresp ond à l'in tensité du tra�c, dé�nie par le pro duit du taux d'arriv ée et de la taille

mo y enne de �ot. On déduit donc l'expression suiv an te p our le débit mo y en éc han tillonné en

temps


 time =
� E[S]
E[n]

: (3.16)

Notons qu'en fait, cette expression est déduite directemen t de (3.11) et de la loi de Little.

En général, le débit instan tané est utilisé comme une appro ximation p our le débit éc han-

tillonné par �ot [KK02 , LvdBB04 ]. Comme il est dé�ni si et seulemen t si n � 1, la distribution

corresp ondan te est

P
�

X inst = x
�

= P(' = x j n � 1); 8x 2 X :
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Dans la suite, on v erra que cette métrique de débit est biaisée : elle dép end de la prop ortion

de tra�c représen tée par la classe de �ots considérée.

3.5 Exemples

3.5.1 P artage équitable

Considérons un lien de capacité unitaire don t les �ots arriv en t suiv an t un pro cessus de P oisson

d'in tensité � et son t de tailles i.i.d. caractérisées par la v ariable aléatoire S . Le partage est supp osé

à être équitable de telle sorte que le débit instan tané ' de c haque �ot est égal à 1=n lorsqu'il

y a n �ots, a v ec n � 1. En particulier, le débit prend des v aleurs dans l'ensem ble discret b orné

X = f 1; 1=2; 1=3; : : :g. Le système corresp ondan t est une �le d'atten te PS simple. Sac han t que le

taux de c harge � = � E[S] est inférieur à 1, la �le est stable, insensible à la distribution de tailles

de �ot et p ossède la distribution stationnaire

� (n) = (1 � � )� n :

En présence d'un �ot p ermanen t, la distribution staionnaire du nom bre n d'autres �ots de-

vien t

� 0(n) = ( n + 1)(1 � � )2� n :

On déduit les expressions suiv an tes p our les distributions du débit instan tané, du débit d'un

�ot virtuel de taille n ulle et du débit d'un �ot p ermanen t, où x = 1=k; k � 1, désigne un élémen t

quelconque de l'ensem ble X :

P(' = x j k � 1) =
� (k)

1 � � (0)
= (1 � � )� k ;

P
�

' virt = x
�

= � (k � 1) = (1 � � )� k� 1;

P
�

' perm = x
�

= � 0(k � 1) = k(1 � � )2� k� 1:

En particulier, on a

E
h
' virt

i
= � (1 � � )

ln (1 � � )
�

; (3.17)

et

E
h
' perm

i
= E

h
1=' virt

i � 1
= 1 � � (3.18)

Débits mo y ens

Il s'a v ère que le débit mo y en éc han tillonné par �ot n'a pas d'expression simple, même dans

le cas le plus simple d'une distribution exp onen tielle de taille de �ot. On n'a des expressions
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explicites que dans les cas limites de �ots de taille in�nimen t p etite et in�nimen t large. Il se

déduit du Théo ème 3.1, (3.17) et (3.18) que

lim
s! 0


 f low (s) = � (1 � � )
ln (1 � � )

�
;

et

lim
s!1


 f low (s) = 1 � �:

Le débit mo y en éc han tillonné en temps est déduit directemen t de (3.16)


 time = 1 � �:

Ensuite, il se déduit du Théorème 3.3, de (3.17) et de (3.18) que cela est aussi le débit

mo y en éc han tillonné en temps p our les �ots de taille in�nimen t p etite et in�nimen t large. Cette

expression est en fait v alable p our toute taille de �ot. Ceci est déduit de (3.12) et du fait que le

temps de séjour mo y en d'un clien t dans un �le d'atten te PS est prop ortionnel à sa demande de

service [Kle75 ].

Figure 3.1 compare les deux métriques de débit p our �ots de taille exp onen tielle de mo y enne

unitaire a v ec le taux de c harge � = 0 :5. Le débit mo y en éc han tillonné en temps est donné par

1 � � = 0 :5, le débit mo y en éc han tillonné par �ot est sim ulé sur 10000000 p oins.
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Fig. 3.1 � Débit mo y en éc han tillonné en temps et par �ot

(taux de c harge � = 0 :5).

Distribution de débit

Comme dans les autres mo dèles, il n'y a pas d'expression explicite p our la distribution du

débit éc han tillonné par �ot sauf dans les cas limites a v ec �ots de taille in�nimen t p etite et in�ni-

men t large. D'après le Théorème 3.1, si les �ots son t de taille in�nimen t p etite, cette distribution

est celle de ' virt
:

P
�

' virt = x
�

= (1 � � )� k� 1; 8x = 1=k; k � 1;
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et si les �ots son t de taille in�nimen t large, il s'agit de la distribution de ' perm
:

P
�

' perm = x
�

= k(1 � � )2� k� 1; 8x = 1=k; k � 1:

D'ailleurs, p our le débit éc han tillonné en temps, on a, d'après (3.14), que p our tout x =
1=k; k � 1,

P
�

X time = x
�

=
k� (k)
E[n]

= k(1 � � )2� k� 1:

D'après le Théorème 3.3, cette expression est aussi la distribution de débit éc han tillonné en

temps p our les �ots de taille in�nimen t p etite et in�nimen t large. Et cette expression est en fait

v alable p our toute taille de �ot.

Les résultats son t illustrés par la Figure 3.2 p our les �ots de taille in�nimen t p etite, app elés des

�ots c ourts dans la suite. Remarquons que la di�érence en tre les deux métriques est signi�cativ e.

En particulier, la probabilité que le débit soit maximal est égal à 1 � � = 0 :5 p our le débit

éc han tillonné par �ot et seulemen t (1 � � )2 = 0 :25 p our le débit éc han tillonné en temps.
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Fig. 3.2 � Distribution de débit éc han tillonné en temps et par �ot

(�ots courts, taux de c harge � = 0 :5).

Biais d'éc han tillonnage

Main tenan t, on illustrera le biais d'éc han tillonnage asso cié à la métrique de débit instan tané.

Supp osons que les calculs son t basés sur un sous-ensem ble de �ots éc han tillonné au hasard a v ec

la probabilité p. On app elle ce sous-ensem ble la classe 1 et le sous-ensem ble complémen taire la

classe 2. Notons � 1 = p� et � 2 = (1 � p)� les taux de c harge corresp ondan ts. Alors la distribution

stationnaire du nom bre de �ots de c haque classe est donnée par

� (n1; n2) =
�

n1 + n2

n1

�
(1 � � )� n1

1 � n2
2 :
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Le débit instan tané mo y en év alué par la classe 1 est donné par


 inst
1 = E[' j n1 � 1] =

P
n1 � 1;n2

� (n1 ;n2)
n1+ n2P

n1 � 1;n2
� (n1; n2)

= �
ln

�
1 � � 1

1� � 2

�

� 1
1� � 2

(1 � � ):

Cette quan tité donne le débit mo y en éc han tillonné par �ot lorsque p = 1 et celui éc han tillonné

en temps lorsque p tend v ers 0.

Le biais disparaît lorsque la mesure de probabilité est p ondérée par le nom bre de �ots. D'après

(3.15), le débit mo y en éc han tillonné en temps p our la classe 1 est donné par


 time
1 =

E[n1' ]
E[n1]

=

P
n1 � 1;n2

n1 � (n1 ;n2)
n1+ n2P

n1 � 1;n2
n1� (n1; n2)

= 1 � �:

De même, p our tout x = 1=k; k � 1,

P
�

X time
1 = x

�
=

E
�
n1I (' = x)

�

E[n1]
=

P
n1+ n2= k n1� (n1; n2)

P
n1 ;n2

n1� (n1; n2)
= k(1 � � )2� k� 1:

Cette expression est indép endan te du c hoix de la classe 1. En c hoissisan t des �ots de taille

s ( � ds), on déduit que la distribution de débit éc han tillonné en temps est indép endan te de la

taille de �ot.

3.5.2 Con train tes de capacité

En pratique, on rencon tre souv en t des cas où les �ots n'on t pas de droit de se servir de la

capacité totale du lien mais son t imp osés par une limite de capacité. Dans le cas simple d'une

capacité limite comm une c, le débit instan tané ' de c haque �ot est égal à min (c;1=n) lorsqu'il

y a n �ots, a v ec n � 1. La distribution stationnaire devien t

� (n) =
�
nc

� (n � 1) si nc � 1; � (n) = �� (n � 1) sinon :

En présence d'un �ot p ermanen t, on obtien t

� 0(n) =
�
nc

� 0(n � 1) si (n + 1) c � 1; � 0(n) =
n + 1

n
�� 0(n � 1) sinon :

On en déduit les distributions de ' , ' virt
et ' perm

comme aupara v an t. Considérons par

exemple � = 0 :5 et c = 0 :5. Dans ce cas, s'il y a un seul �ot dans le système, ce �ot ne reçoit que

le débit c = 0 :5 au lieu de la capacité totale 1 ; et si le nom bre des �ots est plus grand ou égal à

2, ces �ots partagen t équitablemen t la capacité totale du lien. Les distributions stationnaires �
et � 0

p euv en t être calculées explicitemen t :

n 0 1 2 3 4 : : :
� (n) 1

3
1
3

1
3 � 1

3 � 2 1
3 � 3 : : :

� 0(n) 1
4

1
4

3
8 � 4

8 � 2 5
8 � 3 : : :
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La probabilité qu'un �ot obtienne le débit instan tané maximal est la probabilité qu'il y ait moins

de deux autres �ots dans le système :

�
� (1) + � (2)

�
=
�
� (1) + � (2) + � (3) + : : :

�
= (

1
3

+
1
6

)=(1 �
1
3

) = 0 :75;

La probabilité qu'un �ot obtienne le débit maximal éc han tillonné en temps est

� 0(0) + � 0(1) = 0 :5;

la probabilité qu'un �ot court obtienne le débit maximal éc han tillonné par �ot est

� (0) + � (1) = 0 :67:

Bien que la di�érence en tre les deux métriques est plus faible que sans con train te de capacité,

elle est toujours imp ortan te p our les �ots courts. Figures 3.3 et 3.4 son t les analogues de Figures

3.1 et 3.2 p our ce cas où c = 0 :5.
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Time-sampled

Fig. 3.3 � Débit mo y en éc han tillonné en temps et par �ot

(taux de c harge � = 0 :5, capacité limite c = 0 :5).

3.5.3 P artage inéquitable

Considérons en�n un lien de capacité unitaire sous un partage inéquitable. En particulier, on

considère deux classes de �ots don t le débit d'un �ot de la classe 1 est égal à w1=w2 fois celui

d'un �ot concurren t de la classe 2, p our certains p oids w1 et w2 . Le mo dèle corresp ondan t est la

�le PS discriminatoire [FMI80].

On n'a pas d'expression simple p our la distribution stationnaire, même p our les �ots de tailles

exp onen tielles. Figures 3.5 et 3.6 son t les analogues de Figures 3.1 et 3.2 p our une fraction de
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Fig. 3.4 � Distribution de débit éc han tillonné en temps et par �ot

(�ots courts, taux de c harge � = 0 :5 et capacité limite c = 0 :5).
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Fig. 3.5 � Débit mo y en éc han tillonné en temps et par �ot

(�ots de faible priorité, taux de c harge � = 0 :5).

p oids w1=w2 = 2 . Remarquons que les débits éc han tillonnés par �ot et en temps dép enden t tous

les deux de la taille du �ot étiqueté et la di�érence en tre les deux métriques est signi�cativ e.
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Fig. 3.6 � Distribution de débit éc han tillonné en temps et par �ot

(�ots courts de faible priorité, taux de c harge � = 0 :5).
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Équilibrage de sources
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On considère dans ce c hapitre un ensem ble de sources hétérogènes partagean t un lien comm un.

Ce mo dèle s'a v ère très utile en dimensionnemen t de réseaux [HLN97 , BK00 , BOR03]. Ceci est

l'analogue du mo dèle d'Engset in tro duit en 1915 p our le tra�c téléphonique [Eng ]. La form ule

d'Engset, qui relie la probabilité de blo cage des app els à l'in tensité du tra�c et au nom bre de lignes

téléphoniques, a été ensuite prolongée p our les sources de tra�c hétérogènes [Coh79 ]. Il s'est a v éré

que les résultats corresp ondan ts son t trop compliqués p our tout but pratique. Ce résultat a motiv é

le tra v ail de Dartois qui a mon tré en 1970 que l'équilibrage du tra�c augmen te la probabilité

de blo cage [Dar70 ]. P ar conséquence, les réseaux téléphoniques p euv en t être dimensionnés en

supp osan t que l'on est dans le pire cas a v ec des sources de tra�c homogènes.

En e�et, on mon trera que l'équilibrage de sources augmen te les probabilités de blo cage et

dimin ue les débits p our les tra�cs élastiques.

Dans la première section, on mon trera l'augmen tation de probabilités de blo cage et de la

probabilité de saturation p our les mo dèles de circuit, y compris le mo dèle d'Engset. Et dans la

deuxième section, on considérera les tra�cs élastiques. On mon trera que l'équilibrage de sources

dimin ue les débits et en présence d'un con trôle d'admission, l'équilibrage de sources augmen te la

probabilité de saturation ainsi que les probabilités de blo cage dans certains cas.
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Chapitr e 4. Équilibr age de sour c es

4.1 T ra�c de circuits

Dans cette partie, on considérera I sources partagean t un lien comm un don t c haque source

demande un nom bre �xe de circuits. S'il n'y a pas assez de circuits au momen t où une source

devien t activ e, cette source est blo quée ; elle redevien t alors inactiv e, et s'il n'y a assez de circuits

libres, la source reçoit le nom bre de circuits demandé et devien t activ e.

Dans la première partie, on considère le mo dèle le plus simple où c haque source ne demande

qu'un circuit. Ensuite, on considérera le mo dèle m ultidébit où c haque source demande un nom bre

di�éren t de circuits.

4.1.1 Mo dèle d'Engset

Mo dèle

Considérons I sources partagean t un lien comm un de C circuits a v ec C < I . Chaque source

demande 1 circuit si elle est activ e. La source i devien t activ e après des in terv alles inactifs

exp onen tiels de durée mo y enne 1=� i . À l'instan t où la source i s'activ e, s'il n'y a pas de circuit

libre, cette source est alors blo quée, sinon elle prend 1 circuit, devien t activ e et quitte le système

après un temps de séjour exp onen tiel de mo y enne 1=� i . Notons � i = � i =� i le taux de c harge

corresp ondan t.

Distribution stationnaire

Notons x i l'état d'activité de la source i et x le v ecteur (x1; : : : ; xL ) :

x i =
�

1 si la source i est activ e

0 sinon

Notons n =
P

i x i le nom bre de sources activ es.

L'espace d'état est alors l'ensem ble X = f x : n � Cg.

Théorème 4.1 Une mesur e stationnair e de l'état du système x est donné e p ar

� (x) =
IY

i =1

� x i
i ; x 2 X :

La démonstration de ce théorème consiste à v éri�er les équations de balance détaillée :

� (x � ei )� i = � (x)� i ; 8x 2 X : x i = 1 ;

où ei est le v ecteur unitaire de dimension I don t la i ème

comp osan te est égale à 1 et les autres

son t n ulles.
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4.1. T r a�c de cir cuits

Corollaire 4.2 Soit X (n) l'ensemble des états dans lesquels il y a n sour c es actives, n � C ,

alors une mesur e stationnair e du nombr e de sour c es actives est donné e p ar

� (n) =
X

x2X (n)

IY

i =1

� x i
i ; n � C;

Probabilité de blo cage

Soit Xi � X l'ensem ble des états où la source i est inactiv e, c.à.d. x i = 0 , et Xi (n) � X i

l'ensem ble des états où la source i est inactiv e et il y a n sources activ es. La probabilité de blo cage

des �ots de la source i est calculée par la probabilité que C sources soien t activ es sac han t que la

source i est inactiv e :

B i =

P
x2X i (C) � (x)

P
x2X i

� (x)
:

La probabilité de blo cage mo y enne est donnée par

B =

P I
i =1 � i

P
x2X i (C) � (x)

P I
i =1 � i

P
x2X i

� (x)
:

La probabilité de blo cage d'une source virtuelle, app elée égalemen t la probabilité de satura-

tion, est donnée par

B virt =
� (C)

P
� (n)

:

Équilibrage de sources

Dans cette section, on év aluera l'impact de l'équilibrage de sources. Supp osons que les sources

on t les mêmes statistiques de telle sorte que c haque source a le même taux de c harge :

� =
1
I

IX

i =1

� i :

Alors les mesures stationnaires deviennen t :

� 0(x) = � n ; x 2 X ;

et

� 0(n) =
�

I
n

�
� n ; n � C:

Théorème 4.3 On a une c omp ar aison entr e la mesur e originale � et la mesur e à l'é quilibr age

� 0
:

� (n)
� 0(n)

�
� (n + 1)
� 0(n + 1)

:

p our tout n = 0 ; 1; : : : ; I � 1.
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Chapitr e 4. Équilibr age de sour c es

Preuv e. En remplaçan t � et � 0
par leur expression, l'inégalité en question est équiv alen te à la

suiv an te :

P
x2X (n)

Q I
i =1 ( � i

� )x i

� I
n

� �

P
x2X (n+1)

Q I
i =1 ( � i

� )x i

� I
n+1

� ; p our tout n = 0 ; 1; : : : ; I � 1: (4.1)

P osons

ai =
� i

�

et

S(n) =
X

x2X (n)

IY

i =1

ax i
i ;

alors

S(1) =
IX

i =1

ai = I;

et l'inégalité (4.1) devien t :

S(n)
� I

n

� �
S(n + 1)

� I
n+1

� ; p our tout n = 0 ; 1; : : : ; I � 1; (4.2)

D'une part, on a :

S(1)S(n) = ( n + 1) S(n + 1) + S0(n); (4.3)

où

S0(n) =
IX

i =1

a2
i

X

x2X (n� 1);x i =0

IY

j =1

ax j
j :

D'autre part, on a :

(I � n)S0(n) =
X

i 6= j

(a2
i + a2

j )
X

x2X (n� 1);x i = x j =0

IY

k=1

axk
k ;

�
X

i 6= j

2ai aj

X

x2X (n� 1);x i = x j =0

IY

k=1

axk
k ;

= 2
�

n + 1
2

�
S(n + 1) : (4.4)

Alors en remplaçan t l'inégalité (4.4) dans l'expression (4.3), on obtien t que :

S(1)S(n) � (n + 1) S(n + 1) +
2

I � n

�
n + 1

2

�
S(n + 1) ;

= I
n + 1
I � n

S(n + 1) :

96



4.1. T r a�c de cir cuits

Comme S(1) = I , on en déduit l'inégalité (4.2).

�

On a ensuite un lemme très simple :

Lemme 4.4 Soient a1; : : : ; ak ; b1; : : : ; bk et t1; : : : ; tk des nombr es p ositifs satisfaisant :

a1

b1
�

a2

b2
� : : : �

ak

bk
; et t1 � t2 � : : : � tk ;

alors P k
i =1 t i ai

P k
i =1 t i bi

�
P k

i =1 ai
P k

i =1 bi
:

Preuv e. L'inégalité est équiv alen te à :

kX

i =1

t i ai

kX

i =1

bi �
kX

i =1

t i bi

kX

i =1

ai

()
X

i 6= j

(t i � t j )ai bj � 0

()
X

i>j

(t i � t j )(ai bj � aj bi ) � 0:

�

Théorème 4.5 L e nombr e de sour c es actives est plus gr and en distribution lorsque les sour c es

sont é quilibr é es :

P(n � m) � P0(n � m); m = 0 ; : : : ; C;

où P est la pr ob abilité c orr esp ondante à la distribution � et P0
est c el le c orr esp ondante à � 0

.

Preuv e. En appliquan t le Lemme 4.4 p our les nom bres suiv an ts :

� (0)
� 0(0)

�
� (1)
� 0(1)

� : : : �
� (C)
� 0(C)

et t0 = : : : = tm� 1 = 0 ; tm = : : : = tC = 1 ;

on obtien t que : P C
n= m � (n)

P C
n= m � 0(n)

�
P C

n=0 � (n)
P C

n=0 � 0(n)
:

�

P ar l'équilibrage des sources, les probabilités de blo cage deviennen t :

B 0 = B 0
i =

P
x2X i (C) � 0(x)

P
x2X i

� 0(x)
; i = 1 ; : : : ; I;

et

B 0virt =
� 0(C)

P
� 0(n)

:
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Théorème 4.6 L a pr ob abilité de blo c age d'une sour c e virtuel le, c.à.d. la pr ob abilité de satur ation,

est augmenté e lorsque les sour c es sont é quilibr é es.

Preuv e. D'après la Théorème 4.3, on a

� (0)
� 0(0)

�
� (1)
� 0(1)

� : : : �
� (C)
� 0(C)

:

Alors en appliquan t le Lemme 4.4, on obtien t

� (0) + � (1) + : : : + � (C)
� 0(0) + � 0(1) + : : : + � 0(C)

�
� (C)
� 0(C)

:

D'où, � 0(C) � � (C) et donc B 0virt � B virt
.

�

Corollaire 4.7 L a pr ob abilité de blo c age d'une sour c e est augmenté e lorsque les autr es sour c es

sont é quilibr é es.

Preuv e. La probabilité de blo cage d'une source particulière est en fait égale à la probabilité

de saturation du sous-système des I � 1 autres sources. Alors comme l'équilibrage de sources

de ce sous-système augmen te sa probabilité de saturation, ceci augmen te aussi la probabilité de

blo cage de la source considérée.

�

On a mon tré que l'équilibrage de toutes les sources augmen te la probabilité de saturation.

Dans la suite, on mon trera que l'équilibrage d'un sous-ensem ble de sources augmen te aussi la

probabilité de saturation. T out d'ab ord, on supp ose que � 1 < (� 1+ � 2)=2 = � < � 2 et on mon trera

que si la mo y enne � et les autres taux de c harge � 3; : : : ; � I son t constan ts, la probabilité de

saturation B virt
est est une fonction croissan te de � 1 . Une fois que cette monotonie est établie,

on en déduit que l'équilibrage d'un sous-ensem ble quelconque de sources augmen te la probabilité

de saturation.

Théorème 4.8 Si les taux � = ( � 1 + � 2)=2 et � 3; : : : ; � I sont c onstants, et si � 1 < � < � 2 , la

pr op ortion � (n � 1)=� (n) est une fonction dé cr oissante de � 1 p our tout n � 1.

Preuv e. On mon trera ce théorème par l'étude de la dériv ée de cette prop ortion � (n � 1)=� (n)
par rapp ort à � 1 . P osons S(k) la somme de tous les pro duits de k termes d'en tre � 3; : : : ; � I :

S(k) =
X

3� j 1<j 2<:::<j k � I

� j 1 : : : � j k ; k � 1;

et par con v en tion, S(0) = 1 . Nous obtenons

� (n) =
�

� 1� 2S(n � 2) + 2 �S (n � 1) + S(n)
�

; n � 2:
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4.1. T r a�c de cir cuits

Et donc

d
d� 1

� (n) = 2( � � � 1)S(n � 2); n � 2:

Alors similairemen t au raisonnemen t dans la preuv e du Théorème 4.3, on p eut mon trer que

� d
d� 1

� (n � 1)
�

� (n) �
� d

d� 1
� (n)

�
� (n � 1); n � 3;

tan t que la condition � 1 < � < � 2 est remplie. Donc la prop ortion � (n � 1)=� (n) est décroissan te

p our tout n � 3.

De plus, � (0) = 1 et � (1) = 2 � + S(1) son t toutes constan tes et � (2) est croissan te alors

évidemmen t la prop ortion � (n � 1)=� (n) est décroissan te p our n = 1 ; 2 et donc p our tout n � 1.

�
Remarquons que ce résultat est plus fort que le Théorème 4.3.

Corollaire 4.9 Si les taux � = ( � 1 + � 2)=2 et � 3; : : : ; � I sont c onstants, et si � 1 < � < � 2 , la

pr ob abilité de satur ation B virt
est une fonction cr oissante de � 1 .

Preuv e. Rapp elons que

B virt =
� (C)

� (0) + � (1) + : : : + � (C)
:

Comme la prop ortion � (n � 1)=� (n) est décroissan te p our tout n en tre 1 et C , il en déduit que

� (n)=� (C) l'est aussi p our tout n en tre 0 et C , et donc B virt
est croissan te. P ar conséquence, la

probabilité de saturation B virt
est croissan te.

�

Si � 1 < � 2 , on p eut remplacer le couple (� 1; � 2) par n'imp orte quel couple (� 0
1; � 0

2) tel que

� 1 < � 0
1 < � 0

2 < � 2 et � 0
1 + � 0

2 = � 1 + � 2 = 2 � a�n d'obtenir une probabilité de saturation

plus imp ortan te. Autremen t dit, la probabilité de saturation est augmen tée si on remplace les

taux de c harge � 1; � 2 par deux nouv eaux taux de la même somme mais d'une di�érence moins

imp ortan te. Ceci implique que l'équilibrage d'un sous-ensem ble quelconque de sources augmen te

la probabilité de saturation.

Théorème 4.10 L'é quilibr age d'un sous-ensemble quelc onque de sour c es augmente la pr ob abilité

de satur ation B virt
. Et p ar c onsé quenc e, l'é quilibr e d'un sous-ensemble de sour c es augmente la

pr ob abilité de blo c age d'une sour c e p articulièr e en dehors de c e sous-ensemble.

Remarquons que l'équilibrage de sources augmen te la probabilité de saturation et la probabi-

lité de blo cage d'une source particulière mais il p eut augmen ter et aussi dimin uer la probabilité

de blo cage mo y en B . Considérons le cas le plus simple où C = 1 et I = 2 :

B =
� 1� 1 + � 2� 2

� 1 + � 2 + � 1� 1 + � 2� 2
;

et

B 0 = B 0
i =

�
1 + �

; i = 1 ; 2:
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Alors B < B 0
si et seulemen t si (� 1 � � 2)( � 2 � � 1) < 0, ce qui n'est pas toujours vrai. En

particulier, si dans le système original, tous les �ots demanden t des temps de séjour d'une même

mo y enne 1=� , l'équilibrage des sources augmen te la probabilité de blo cage mo y enne.

On s'ap erçoit que l'équilibrage d'un sous-ensem ble de sources augmen te la probabilité de

blo cage de toutes les sources en dehors de ce sous-ensem ble mais p eut dimin uer la probabilité de

blo cage mo y enne. Ce phénomène ne p eut être expliqué que par la dimin ution de la probabilité

de blo cage d'une ou plusieurs sources dans le sous-ensem ble équilibré. En e�et, l'équilibrage de

deux sources 1 et 2 dans l'exemple précéden t dimin ue la probabilité de blo cage de l'une des deux

sources car la probabilité de blo cage B 0
1 = B 0

2 = �= (1 + � ) du système équilibré se situe toujours

en tre les deux probabilités de blo cage B1 = � 1=(1 + � 1) et B2 = � 2=(1 + � 2) du système original.

4.1.2 Mo dèle m ultidébit

Dans ce mo dèle, les sources partagen t un lien comm un de C circuits, la source i demande un

nom bre ci de circuits, ci � 1; i = 1 ; : : : ; I . P osons � i le taux de c harge virtuel corresp ondan t à la

source i .

L'espace d'états du système devien t compliqué

X = f x : C(x) � Cg;

a v ec C(x) =
P I

i =1 x i ci le nom bre de circuits o ccup és.

Théorème 4.11 Une mesur e stationnair e de l'état du système est à forme pr o duit et est donné e

p ar

� (x) =
IY

i =1

� x i
i ; x 2 X :

Corollaire 4.12 Une mesur e stationnair e du nombr e de sour c es actives est à forme pr o duit et

est donné e p ar

� (n) =
X

x2X (n)

IY

i =1

� x i
i ; n � I;

où X (n) désigne l'ensemble des états où le nombr e de sour c es actives est é gal à n .

La probabilité de blo cage d'une source virtuelle qui demande c circuits est donnée par

B virt
c =

P
x:C� c<C (x)� C � (x)

P
x2X � (x)

:

Considérons un exemple simple de I = 2 sources a v ec c1 < c 2 < C < c 1 + c2 .
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L'espace d'états est X = f (0; 0); (1; 0); (0; 1)g et la distribution stationnaire � devien t

� (0; 0) = 1 ; � (1; 0) = � 1; et � (0; 1) = � 2:

Considérons une source virtuelle qui demande c circuits a v ec c1+ c < C < c 2+ c. La probabilité

de blo cage de cette source est

B virt
c =

� 2

1 + � 1 + � 2
:

On s'ap erçoit que l'équilibrage de sources augmen te cette probabilité de blo cage si � 2 < � 1

et la dimin ue sinon. Alors en général, l'équilibrage de sources p eut augmen ter et aussi dimin uer

la probabilité de blo cage d'une source virtuelle et de même p our la probabilité de blo cage d'une

source particulière.

Et il su�t de reprendre l'exemple considéré dans ce mo dèle d'Engset a�n de conclure que

l'équilibrage de sources p eut augmen ter et aussi dimin uer la probabilité de blo cage mo y enne.

Considérons main tenan t le cas particulier où les sources formen t des classes de sources de

même demande de circuits. L'équilibrage d'une classe augmen te-il les probabilités de blo cage ?

P our la probabilité de blo cage mo y enne, la rép onse est non parce que même dans le mo dèle

d'Engset a v ec une seule classe de sources, l'équilibrage de sources p eut augmen ter et aussi dimi-

n uer cette probabilité de blo cage mo y enne. Dans la suite, on mon trera que la rép onse est aussi

non p our la probabilité de blo cage d'une source particulière et d'une source virtuelle.

Remarquons qu'il su�t de tra v ailler a v ec l'équilibrage d'une classe de 2 sources. Alors consi-

dérons l'ensem ble de I sources qui demanden t resp ectiv emen t c1; : : : ; cI . Ces sources partagen t

un lien comm un de C circuits :

C(x) =
IX

i =1

ci x i � C:

Supp osons que c1 = c2 , on considérera l'impact de l'équilibrage des deux sources corresp ondan tes

1 et 2.

La probabilité de blo cage d'une source virtuelle qui demande c circuits est donnée par

B virt
c =

f (C)
g(C)

;

où les fonctions f et g son t dé�nies par

f (t) =
X

t � c<C (x)� t

� (x)

et

g(t) =
X

C(x)� t

� (x):

Cette expression est réécrite comme suit

B virt
c =

~f (C) + ( � 1 + � 2) ~f (C � c1) + � 1� 2 ~f (C � 2c1)
~g(C) + ( � 1 + � 2)~g(C � c1) + � 1� 2~g(C � 2c1)

;
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où

~f et ~g son t deux fonctions dé�nies de la même manière que f et g mais p our le sous-système

de I � 2 sources : 3; : : : ; I .

À l'équilibrage des deux sources 1 et 2, cette probabilité de blo cage devien t

B 0virt
c =

~f (C) + 2 � ~f (C � c1) + � 2 ~f (C � 2c1)
~g(C) + 2 � ~g(C � c1) + � 2~g(C � 2c1)

;

a v ec � = ( � 1 + � 2)=2.

En utilisan t le fait que p our tous nom bres réels p ositifs a; a0; b; b0, la fraction (a + a0)=(b+ b0)
se situe toujours en tre les deux fractions a=b et a0=b0

, on p eut mon trer que B virt
c < B 0virt

c si et

seulemen t si

~f (C) + 2 � ~f (C � c1) + � 1� 2 ~f (C � 2c1)
~g(C) + 2 � ~g(C � c1) + � 1� 2~g(C � 2c1)

<
~f (C � 2c1)
~g(C � 2c1)

()
~f (C) + 2 � ~f (C � c1)
~g(C) + 2 � ~g(C � c1)

<
~f (C � 2c1)
~g(C � 2c1)

; 8�

()

8
<

:

~f (C)
~g(C) <

~f (C� 2c1 )
~g(C� 2c1 )

~f (C� c1)
~g(C� c1) <

~f (C� 2c1 )
~g(C� 2c1 )

Cette inégalité est équiv alen te à dire que p our le sous-système de I � 2 sources, la probabilité

de blo cage d'une source virtuelle est augmen tée si l'on dimin ue la capacité du lien. Considérons

un sous-système particulier de 20 sources de taux de c harge � 1 don t c hacune demande 1 circuit

et 2 sources de taux de c harge � 2 don t c hacune demande 2 circuits alors p our c = 1 , on p eut

calculer par exemple :

~f (20)
~g(20)

=
� 2

2 +
� 20

10

�
� 10

1 � 2 + � 20
1

� 2
2 +

� 2
1

�
� 2

P 10
k=0

� 20
k

�
� k

1 +
P 20

k=0

� 20
k

�
� k

1

;

et

~f (19)
~g(19)

=

� 20
9

�� 2
1

�
� 2� 9

1 +
� 20

19

�
� 19

1� 2
1

�
� 2

P 9
k=0

� 20
k

�
� k

1 +
P 19

k=0

� 20
k

�
� k

1

:

F aisons � 2 tendre v ers 1 , on obtien t

~f (20)
~g(20)

= 1 >
~f (19)
~g(19)

;

ce qui mon tre que dimin uer la capacité du lien partagé n'augmen te pas la probabilité de blo cage

d'une source virtuelle dans ce cas. En conclusion, dans le mo dèle de circuits a v ec des classes

de sources de même demande de circuits, l'équilibrage de sources n'augmen te pas toujours la

probabilité de blo cage d'une source virtuelle. De même, l'équilibrage de sources n'augmen te pas

toujours la probabilité de blo cage d'une source particulière dans le système.

D'ailleurs, il existe des cas où l'équilibrage de sources augmen te ces probabilités de blo cage,

par exemple dans le mo dèle d'Engset, alors on n'a pas de résultat similaire p our le mo dèle

m ulti-débit.
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4.1.3 Réseaux de circuits

Dans cette partie, on considérera l'impact de l'équilibrage de sources sur la probabilité de

blo cage d'une source particulière dans un réseau de circuits. On mon trera que l'équilibrage de

sources n'augmen te pas toujours cette probabilité de blo cage.

Considérons le mo dèle le plus simple d'un réseau linéaire de deux liens 1; 2 de capacipités

C1 = 2 ; C2 = 1 don t les sources 1; 2 demanden t les services du premier lien, la source 4 demande

le deuxième lien et la source 3 demande un circuit de c haque lien (v oir la Figure 4.1).

1,2 4

3

Fig. 4.1 � Un réseau linéaire.

L'espace d'état est alors l'ensem ble X = f x = ( x1; x2; x3; x4) : x1 + x2 + x3 � 2; x3 + x4 � 2g.

La probabilité de blo cage de la source 4 est donnée par

B4 =
� 3(1 + � 1 + � 2)

� 3(1 + � 1 + � 2) + 1 + � 1 + � 2 + � 1� 2

=
� 3(1 + 2 � )

� 3(1 + 2 � ) + 1 + 2 � + � 1� 2
;

où � = ( � 1 + � 2)=2. On s'ap erçoit que dans ce cas, l'équilibrage de deux sources 1 et 2 dimin ue

la probabilité de blo cage de la source 4. Dans un réseau de circuits, l'équilibrage de sources p eut

augmen ter et aussi dimin uer la probabilité de blo cage.

4.2 T ra�c élastique

On considère un ensem ble �ni de sources qui partagen t dynamiquemen t un lien comm un.

Ce lien p eut être une partie d'un réseau de câble, DSL ou d'un réseau optique par exemple, ou

encore le lien d'accès à un serv eur de W eb. Chaque source engendre des �ots de données de taille

aléatoire séparés par les in terv alles d'inactivité de durée aléatoire. L'élasticité du tra�c signi�e

que les in terv alles de congestion où il y a un grand nom bre de sources activ es augmen ten t la

durée des �ots de données. D'autre part, la durée des in terv alles d'inactivité est supp osée être

indép endan te du niv eau de congestion du lien : à la �n de c haque �ot, la source en tre dans un

in terv alle inactif de durée aléatoire a v an t d'engendrer un nouv eau �ot.

Dans cette section, on mon tre p our le tra�c élastique l'analogue du résultat dans la section

précéden te. En particulier, on mon tre que l'équilibrage du tra�c dimin ue les débits mo y ens et

augemen te la probabilité de blo cage s'il y a un con trôle d'admission, où un nom bre maximal de

sources activ es est imp osé. Ainsi les réseaux de donnée p euv en t être dimensionnés en prenan t

des sources de tra�c homogènes, malgré l'hétérogénité observ ée en réalité.
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4.2.1 Mo dèle

Considérons I sources partagean t un lien comm un de capacité C bit/s. La source i engendre

des �ots de taille mo y enne � i séparés par les in terv alles d'inactivité de durée mo y enne 1=� i .

Les tailles des �ots et les durées des in terv alles d'inactivité d'une source donnée p ossèden t des

distributions arbitraires et p euv en t être corrélées.

On note � i = C=� i le taux virtuel d'accomplissemen t des �ots de la source i et � i = � i =� i la

c harge virtuelle corresp ondan te.

On supp ose qule partage du lien est parfaitemen t équitable, c.à.d. que c haque source reçoit

exactemen t un débit C=n s'il y a n sources activ es.

Distribution stationnaire

On note x i l'état d'activité de la source i et x le v ecteur (x1; : : : ; x I ) :

x i =
�

1 si la source i est activ e

0 sinon

L'état du système x appartien t à l'espace d'états X = f 0; 1gI
.

Notons n =
P I

i =1 x i le nom bre de sources activ es.

Théorème 4.13 L e système est insensible, la distribution stationnair e de l'état du système x est

la même que c el le dans le c as où les tail les des �ots et les dur é es des interval les d'inactivité sont

indép endantes et suivent les distributions exp onentiel les. L e pr o c essus dé crivant l'état du système

x est alors markovien, r éversible sur l'esp ac e d'états X , de distribution stationnair e

� (x) = � (0)n!
IY

i =1

� x i
i ; x 2 X : (4.5)

Dans ce mo dèle, l'insensibilité v eut dire que la distribution stationnaire � (x) n'est pas c han-

gée même si les tailles des �ots et les durées des in terv alles d'inactivité d'une source donnée

p ossèden t des distributions arbitraires et son t corrélées, p ourvu que les c harges � i resten t tou-

jours inc hangées. Remarquons qu'ultérieuremen t, l'équilibrage de sources c hangera les v aleurs de

ces c harges et donc la distribution stationnaire � sera aussi c hangée par cet équilibrage.

A�n d'illustrer la corrélation en tre les �ots et les in terv alles d'inactivité successifs, imaginons

un routage simple de Kelly où la loi de la longueur de c haque in terv alle p eut dép endre de la

phase de route. P ar exemple, ce routage p eut imp oser à une certaine source un �ot long, un

in terv alle d'inactivité de courte durée, un �ot court et en�n un in terv alle d'inactivité de durée

longue a v an t de recommencer une nouv elle session. Alors on p eut v oir la corrélation en tre les �ots

et les in terv alles d'inactivité successifs : en particulier, après un long in terv alle d'inactivité, il y
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aura un �ot long a v ec une forte probabilité, et par con tre, après un court in terv alle d'inactivité,

il y aura un �ot court a v ec une forte probabilité.

Cette propriété d'insensibilité a été mon trée dans les références [Ser99 , BFBP

+
01 ] et l'ex-

pression de la distribution stationnaire est déduite des équations de balance détaillée

� (x)� i = � (x + ei )
� i

n + 1
; 8x 2 X : x i = 0 ; (4.6)

où ei est le v ecteur unitaire de dimension I don t la i ème

comp osan te est égale à 1 et les autres

son t n ulles.

Corollaire 4.14 Soit X (n) l'ensemble des états dans lesquels il y a n sour c es actives, alors la

distribution stationnair e du nombr e de sour c es actives est donné e p ar :

� (n) = � (0)n!
X

x2X (n)

IY

i =1

� x i
i ; n = 0 ; : : : ; I: (4.7)

Débit éc han tillonné en temps

Dans cette partie, on est in téressé par le débit mo y en éc han tillonné en temps (Section 3.3),

dé�ni par la fraction en tre la taille mo y enne et la durée mo y enne des �ots, et la distribution de

ce débit éc han tillonné en temps.

Soit � i la durée mo y enne des �ots de la source i . Le débit mo y en éc han tillonné en temps de

cette source est alors


 time
i =

� i

� i
: (4.8)

Notons pi la probabilité que la source i soit activ e. P ar la loi de Little, le taux d'arriv ée � i

des �ots de la source i satisfait

� i =
pi

� i
;

1
� i

=
1 � pi

� i
:

On en déduit que


 time
i = C

� i (1 � pi )
pi

: (4.9)

Considérons main tenan t le débit mo y en éc han tillonné en temps de toutes les sources


 time =
�
�

;

où � et � son t resp ectiv emen t la taille mo y enne et la durée mo y enne des �ots :

� =
1
�

IX

i =1

� i � i ; et � =
1
�

IX

i =1

� i � i a v ec � =
IX

i =1

� i :
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Soit p la probabilité qu'au moins une source soit activ e. En utilisan t les équations de balance

détaillée (4.6), on obtien t

IX

i =1

� i � i =
IX

i =1

(1 � pi )� i � i ;

=
IX

i =1

X

x:x i =0

� (x)� i � i ;

=
IX

i =1

X

x:x i =0

� (x + ei )
� i

n + 1
� i ;

= C
IX

i =1

X

x:x i =1

� (x)
n

;

= Cp:

Or

IX

i =1

� i � i =
IX

i =1

pi = E[n]:

On en déduit une expression simple p our le débit mo y en éc han tillonné en temps de toutes les

sources :


 time = C
p

E[n]
:

D'ailleurs, d'après (3.14), la distribution du débit éc han tilloné en temps est donnée par

P(X time = d) =
E

�
nI(' = d)

�

E[n]
=

k� (k)
E[n]

; d =
C
k

;

où ' est le débit instan tané des �ots. Cette expression est v alable p our toute taille de �ot.

Débit éc han tillonné par �ot

On s'in téresse main tenan t au débit éc han tillonné par �ot dans ce mo dèle. Même si cette

quan tité n'admet pas d'expression simple, on p eut étudier ses limites au cas de �ots de taille

in�nimen t p etite et in�nimen t large, app elés resp ectiv emen t des �ots c ourts et des �ots longs .

D'après le Théorème 3.1, on a

lim
s! 0


 f low (s) = E
�
' virt �

;

et

lim
s!1


 f low (s) = E
�
' perm �

= 
 time = C
p

E[n]
;

où s désigne la taille d'un �ot arbitraire, ' virt
et ' perm

désignen t resp ectiv emen t le débit d'un

�ot virtuel de taille n ulle et celui d'un �ot p ermanen t.
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Le débit éc han tillonné par �ot des �ots longs est égal au débit éc han tillonné en temps. P our

les �ots courts, l'esp érance E
�
' virt

�
est donnée par

E
�
' virt �

=
P I

n=0 ' virt � (n)
P

n � (n)

=
IX

n=0

C
n + 1

� (n);

alors les �ots couts reçoiv en t le débit mo y en éc han tillonné par �ot :

lim
s! 0


 f low (s) = C
IX

n=0

1
n + 1

� (n): (4.10)

De plus, p our la distribution de débit éc han tillonné par �ot des �ots courts, on a

lim
s! 0

P
�

X f low (s) = d
�

= P(' virt = d) = � (k � 1); d =
C
k

:

Et la distribution p our les �ots longs est celle du débit éc han tillonné en temps :

lim
s!1

P
�

X f low (s) = d
�

= lim
s!1

P
�

X time (s) = d
�

=
k� (k)
E[n]

; d =
C
k

:

4.2.2 Équilibrage de sources

Dans cette section, on év aluera l'impact de l'équilibrage de sources. En particulier, on sup-

p ose que toute source engendre des �ots de même taille mo y enne � séparés par les in terv alles

d'inactivité de même durée mo y ene 1=� .

Notons � = C=� le taux virtuel d'accomplissemen t des �ots de c haque source et � = �=�
la c harge virtuelle corresp ondan te. On supp ose que la c harge mo y enne de toutes les sources est

conserv ée :

� =
1
I

IX

i =1

� i : (4.11)

Distribution stationnaire

À partir du Corrolaire 4.14, on obtien t la distribution stationnaire du nom bre de sources

activ es :

� 0(n) = � 0(0)n!
X

x2X (n)

� n ;

= � 0(0)n!
�

I
n

�
� n : (4.12)

On a les analogues des Théorèmes 4.3, 4.8 et 4.5
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Théorème 4.15 On a p our tout n � I � 1,

� (n)
� 0(n)

�
� (n + 1)
� 0(n + 1)

:

Plus génér alement, la pr op ortion � (n)=� (n + 1) est diminué e lorsque l'on r emplac e les taux de

char ge � i ; � j ; i 6= j; p ar deux nouve aux taux de la même somme mais d'une di�ér enc e moins

imp ortante.

Théorème 4.16 L e nombr e de sour c es actives est plus gr and en distribution lorsque les sour c es

sont é quilibr é es : X

n� m

� 0(n) �
X

n� m

� (n); p our tout m = 0; 1; : : : ; I:

Débits mo y ens

Un nom bre plus grand de sources activ es en traîne un débit éc han tillonné en temps plus faible :

Théorème 4.17 L e débit moyen é chantil lonné en temps est plus faible lorsque les sour c es sont

é quilibr é es.

Preuv e. Il su�t d'appliquer le Lemme 4.4 p our les nom bres suiv an ts :

� (1)
� 0(1)

�
� (2)
� 0(2)

� : : : �
� (I )
� 0(I )

et tn = n; n = 1 ; : : : ; I;

on déduit : P I
n=1 n� (n)

P I
n=1 n� 0(n)

�
P I

n=1 � (n)
P I

n=1 � 0(n)
;

et donc

=)
p

E[n]
�

p0

E 0[n]
:

�

Notons que ce résultat n'est vrai que p our le débit mo y en de toutes les sources, et pas p our

le débit mo y en de c haque source. P ar exemple, dans le cas de I = 2 sources, les débits mo y ens

de c haque source son t :


 time
1 = C

1 + � 2

1 + 2� 2
et 
 time

2 = C
1 + � 1

1 + 2� 1
:

Ainsi, une source b éné�cie de l'équilibrage du tra�c si et seulemen t si l'autre source con tribue

à la plus grande partie de la c harge totale.

De même, on a une comparaison sur le débit mo y en éc han tillonné par �ot des �ots courts :
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Théorème 4.18 L es �ots c ourts r e çoivent un débit moyen é chantil lonné p ar �ot plus faible

lorsque les sour c es sont é quilibr é es.

Preuv e. En appliquan t le Lemme 4.4 p our

� 0(I )
� (I )

�
� 0(I � 1)
� (I � 1)

� : : : �
� 0(0)
� (0)

;

et les constan tes en ordre décroissan t

1
I + 1

�
1
I

� : : : �
1
1

;

on obtien t P I
n=0

1
n+1 � 0(n)

P I
n=0

1
n+1 � (n)

�
P I

n=0 � 0(n)
P I

n=0 � (n)
= 1 :

D'où,

C
IX

n=0

1
n + 1

� 0(n) � C
IX

n=0

1
n + 1

� (n):

�

Remarquons qu'en utilisan t la deuxième partie du Théorème 4.15, on p eut mon trer un résultat

plus fort que l'équilibrage d'un sous-ensem ble de sources dimin ue aussi ces débits mo y ens.

Distributions des débits

Dans cette partie, on mon trera que l'équilibrage de sources dimin ue les débits en distribution.

Théorème 4.19 L e débit é chantil lonné en temps est plus faible en distribution lorsque les sour c es

sont é quilibr é es :

P0� X time � d
�

� P
�
X time � d

�
;

où P est la pr ob abilité c orr esp ondante à la distribution � du système original et P0
est c el le

c orr esp ondante à la distribtuion � 0
.

Preuv e. Rapp elons que la distribution du débit éc han tillonné en temps est donnée par

P(X time = d) =
k� (k)
E[n]

; d =
C
k

:

Alors

P(X time � d) =

P
n� k n� (n)

P
n� (n)

; d =
C
k

:

Ensuite, en utilisan t le Théorème 4.15 et le Lemme 4.4, on obtien t

P
n� k n� 0(n)

P
n� 0(n)

�

P
n� k n� (n)

P
n� (n)
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�

P our les �ots courts, la distribution du débit éc han tillonné par �ot est donnée par

lim
s! 0

P(X f low (s) = d) = � (k � 1); d =
C
k

:

Alors

lim
s! 0

P(X f low (s) � d) =
X

n� k

� (n � 1); d =
C
k

;

qui est reliée à la distribution du nom bre de sources activ es (Théorème 4.16). On a le résultat

suiv an t.

Théorème 4.20 L e débit é chantil lonné p ar �ot des �ots c ourts est plus faible en distribution

lorsque les sour c es sont é quilibr é es.

Remarquons aussi qu'en utilisan t la deuxième partie du Théorème 4.15, on p eut mon trer que

les débits son t plus faibles en distribution lorsqu'un sous-ensem ble de sources son t équilibrées.

4.2.3 Con trôle d'admission

Dans cette section, le nom bre de sources activ es est limité à une v aleur �xe J � I , qui assure

un débit minimal de C=J p our tout transfert de donnée. Si une source essaie d'engendrer un

nouv eau �ot lorsque J sources son t activ es, ce �ot est blo qué et la source revien t dans l'état

inactif. On s'in téresse à la probabilité de blo cage et aux débits éc han tillonnés en temps et par

�ot.

Distribution stationnaire

P ar les propriétés d'insensibilité et de rév ersibilité, la distribution stationnaire � de l'état du

système a v ec le con trôle d'admission est la restriction de la distribution stationnaire (4.7) aux

états n � J . De même, la distribution stationnaire � 0
du nom bre de sources activ es lorsque les

sources son t équilibrées est la restriction de la distribution stationnaire (4.12) aux états n � J .

On a les analogues des Théorèmes 4.15 et 4.16 :

Théorème 4.21 Pour tout n � J � 1; on a

� (n)
� 0(n)

�
� (n + 1)
� 0(n + 1)

:

De plus, la pr op ortion � (n)=� (n + 1) est diminué e lorsque l'on r emplac e les taux de char ge

� i ; � j ; i 6= j p ar deux nouve aux taux de même somme mais d'une di�ér enc e plus faible.
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Théorème 4.22 L e nombr e de sour c es actives est plus gr and en distribution lorsque les sour c es

sont é quilibr é es : X

n� m

� 0(n) �
X

n� m

� (n); p our tout m = 0; 1; : : : ; J:

Débits

Comme les distributions stationnaires ne son t que les restrictions des distributions du cas sans

con trôle d'admission, on s'ap erçoit que les débits eux-mêmes son t plus faibles en distribution et

leurs mo y ennes son t plus faibles lorsque toutes les sources ou un sous-ensem ble de sources son t

équilibrées.

Probabilité de blo cage

Soit Xi � X l'ensem ble des états où la source i est inactiv e et Xi (n) � X i l'ensem ble des

états où la source i est inactiv e et n sources son t activ es. La probabilité de blo cage des �ots

de la source i est égale à la probabilité que J sources soien t activ es sac han t que la source i est

inactiv e :

B i =

P
x2X i (J ) � (x)

P
x2X i

� (x)
:

La probabilité de blo cage mo y enne est donnée par :

B =

P I
i =1 � i

P
x2X i (J ) � (x)

P I
i =1 � i

P
x2X i

� (x)
: (4.13)

Il n'est pas vrai en général que l'équilibrage des sources augmen te la probabilité de blo cage.

P ar exemple p our I = 2 sources et au plus J = 1 source activ e, on a :

B1 =
� 2

1 + � 2
et B2 =

� 1

1 + � 1
:

Ainsi, une source b éné�cie de l'équilibrage du tra�c si et seulemen t si l'autre source génère

la plus grande partie de la c harge totale. P our la probabilité de blo cage mo y enne, on obtien t :

B =
� 1� 2 + � 2� 1

� 1(1 + � 2) + � 2(1 + � 1)
;

qui n'est pas maximal p our � 1 = � 2 en général.

Une condition su�san te p our que cette propriété soit vraie est que les �ots de toute source

aien t la même mo y enne de demande de service 1=� dans le système original.

Au con traire, on a les analogues des résultats sur la probabilité de saturation du mo dèle

d'Engset : l'équilibrage de toutes les sources ou d'un sous-ensem ble de sources augmen te la

probabilité de saturation :

B virt = � (J ):

Et de plus, l'équilibrage d'un sous-ensem ble de sources augmen te la probabilité de blo cage d'une

source en dehors de ce sous-ensem ble.

111



Chapitr e 4. Équilibr age de sour c es

4.2.4 Con train tes de capacité

In tro duisons main tenan t des con train tes de capacité dans le mo dèle. On considère le cas

simple où la capacité est limitée à une constan te comm une c < C p our tous les �ots.

Notons n0 la partie en tière de C=c. Lorsque le nom bre de �ots n est strictemen t sup érieur à

n0 , C=n < c , donc c haque �ot reçoit une capacité C=n bit/s ; c haque �ot reçoit une capacité c
sinon.

Distribution stationaire

Les équations de balance détaillée son t légèremen t mo di�ées :

� (x)� i = � (x + ei )� i
c
C

; 8x 2 X : x i = 0 ; n � n0;

et

� (x)� i = � (x + ei )
� i

n + 1
; 8x 2 X : x i = 0 ; n > n 0:

On a l'analogue du Théorème 4.13 :

Théorème 4.23 L e système est insensible et la distribution stationnair e de l'état du système

est donné e p ar

� (x) = � (0)
� C

c

� n IY

i =1

� x i
i ; si n � n0;

et

� (x) = � (0)
� C

c

� n0 n!
n0!

IY

i =1

� x i
i ; si n > n 0:

Corollaire 4.24 L a distribution stationnair e du nombr e de sour c es actives est donné e p ar

� (n) = � (0)
� C

c

� n X

x2X (n)

IY

i =1

� x i
i ; si n � n0;

et

� (n) = � (0)
� C

c

� n0 n!
n0!

X

x2X (n)

IY

i =1

� x i
i ; si n > n 0:

On s'ap erçoit que p our c haque nom bre de �ots �xé n , ces distributions stationnaires son t

égales à celles obten ues dans le cas sans con train te de capacité m ultipliées par certaines constan tes.

Alors on a les analogues des Théorèmes 4.15 et 4.16 :
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Théorème 4.25 On a p our tout n � I � 1,

� (n)
� 0(n)

�
� (n + 1)
� 0(n + 1)

:

De plus, la pr op ortion � (n)=� (n + 1) est diminué e lorsque l'on r emplac e les taux de char ge

� i ; � j ; i 6= j p ar deux nouve aux taux de même somme mais d'une di�ér enc e plus faible.

Théorème 4.26 L e nombr e de sour c es actives est plus gr and en distribution lorsque les sour c es

sont é quilibr é es : X

n� m

� 0(n) �
X

n� m

� (n); 8m = 0 ; : : : ; I:

Débits

Lorsque toutes les sources ou un sous-ensem ble de sources son t équilibrées, les débits son t

plus faibles en distribution et leurs mo y ennes son t plus faibles.

Probabilité de blo cage

Si l'on in tro duit un con trôle d'admission imp osan t que le nom bre de sources activ es soit

inférieur à un seuil J , on p eut mon trer comme dans la Section 4.2.3 que l'équilibrage d'un sous-

ensem ble de sources augmen te la probabilité de saturation et la probabilité de blo cage d'une

source en dehors de ce sous-ensem ble.

4.2.5 Réseaux

On mon trera dans cette section qu'en général, les résultats obten us aupara v an t son t faux

p our les réseaux. En particulier, l'équilibrage de sources p eut augmen ter et aussi dimin uer les

débits instan tanés mo y ens, les probabilités de blo cage, en fonction des paramètres du réseau.

Reprenons l'exemple d'un réseau linéaire de deux liens mais cette fois ci partagés par 4 sources

de tra�c élastique, v oir la Figure 4.2.

1,2 4

3

Fig. 4.2 � Un réseau linéaire.

L'espace d'états de ce résau est l'ensem ble X = f 0; 1g4
. Le réseau est équiv alen t à celui

de quatre �les PS a v ec taux de service dép endan ts de l'état. Alors une mesure stationnaire est

donnée par

� (x) = �( x)
4Y

i =1

� x i
i ; 8x 2 X ;
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où � désigne la fonction de balance qui p eut être calculée explicitemen t dans ce cas.

P our la source i , si activ e, c.à.d. x i = 1 , son débit instan tané est donné par

' i (x) =
�( x � ei )

�( x)
:

Alors son débit instan tané mo y en est donné par


 i = E
h�( x � ei )

�( x)
j x i = 1

i

=

P
x:x i =1

�( x� ei )
�( x) � (x)

P
x:x i =1 � (x)

=

P
x:x i =0 � i � (x)

P
x:x i =1 � (x)

= � i
P(x i = 0)
P(x i = 1)

;

on retrouv e l'expression (4.8) du débit mo y en éc han tillonné en temps 
 time
i .

En particulier, p our la source 4, le débit instan tané mo y en est donné par


 4 =
1 + � 1 + � 2 + � 3 + 2( � 1� 2 + � 1� 3 + � 2� 3) + 6 � 1� 2� 3

1 + � + 1 + � 2 + 2 � 3 + 2 � 1� 2 + 6 � 1� 3 + 6 � 2� 3 + 8 � 1� 2� 3
:

Lorsque � 3 ! 1 , ce débit mo y en tend à la fraction

1 + � 1 + � 2 + 6 � 1� 2

2 + 3� 1 + 3 � 2 + 8 � 1� 2
;

qui est augmen té lorsque les sources 1 et 2 son t équilibrées. Donc l'équilibrage de sources p eut

augmen ter le débit instan tané mo y en de la source 4.

Au con traire, lorsque � 4 ! 0, la source 4 est presque sûremen t inactiv e et le système asympto-

tique est le mo dèle d'un seul lien partagé par les sources 1, 2 et 3. P ar conséquence, l'équilibrage

des sources 1 et 2 p eut dimin uer le débit instan tané mo y en des trois sources 1, 2 et 3.

In tro duisons main tenan t un con trôle d'admission dans ce réseau tel que le premier lien accepte

au plus C1 = 2 sources activ es et le deuxième n'accepte qu'une source activ e en même temps.

Dans ce cas, on observ e que l'équilibrage des sources 1 et 2 dimin ue la probabilité de blo cage de

la source 4 car cette probabilité est donnée par

B4 =
� 3 + 2 � 1� 3 + 2 � 2� 3

1 + � 1 + � 2 + � 3 + 2 � 1� 2 + 2 � 1� 3 + 2 � 2� 3
;

et l'équilibrage augmen te le pro duit � 1� 2 , il dimin ue la probabilité de blo cage B4 .

P ar con tre, si C1 = 3 et C2 = 1 , la probabilité de blo cage de la source 4 est donnée par

B4 =
� 3 + 2 � 1� 3 + 2 � 2� 3 + 6 � 1� 2� 3

1 + � 1 + � 2 + � 3 + 2 � 1� 2 + 2 � 1� 3 + 2 � 2� 3 + 6 � 1� 2� 3
;

qui est augmen tée lorsque les sources 1 et 2 son t équilibrées.

En conclusion, les résultats précéden ts son t faux p our les réseaux, c.à.d. que l'équilibrage de

sources p eut dimin uer et aussi augmen ter les débits, les probabilités de blo cage, en fonction des

paramètres précis du système.
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Conclusion

En conclusion, nous présen tons les principales con tributions de ce tra v ail et men tionnons

égalemen t de nom breux problèmes ouv erts qui constitueraien t des p ersp ectiv es de rec herc he

in téressan tes.

Insensibilité dans les réseaux de �les d'atten te

Dans la première partie, nous a v ons mon tré que la �le symétrique est insensible même si les

p erm utations aléatoires de clien ts son t p ermis à c haque arriv ée et à c haque départ, v oir la section

2.1. Ensuite, l'insensibilité des réseau de Jac kson et des réseaux de Kelly a v ec p erm utations

aléatoires on t été aussi conclue, v oir les sections 2.2 et 2.3 resp ectiv emen t. De plus, nous a v ons

mon tré que si les capacités de service, les taux de service et le routage dép enden t du nom bre

de clien ts à c haque �le dans ces réseaux, l'insensibilité est équiv alen te à la propriété de balance

(Section 2.2.4).

En utilisan t ce résultat, on p eut construire de nom breuses nouv elles disciplines de service

insensibles (Section 2.4.1) ; et donc étend la classe de disciplines insensibles conn ues a�n d'ap-

pro c her la classe de toutes les disciplines de service insensibles.

Il est très in téressan t à étudier l'insensibilité des mo dèles a v ec des transitions en batc h et

a v ec des clien ts négatifs. Ces mo dèles son t élab orés par plusieurs auteurs, v oir [BvD91 , YM98,

Miy97, MT97 , MW96, MY93, T a y00 , CHPT97 , HNT94, HT90, HPT vD90 , vDS90 ] et [CMP99 ,

F GS96 , Gel93 , F G92 , Gel91, GGS91] resp ectiv emen t.

Métriques de débit

Dans le c hapitre 3, nous a v ons in tro duit deux nouv elles métriques de débit dans les mo dèles

de tra�c élastique. Il s'agit des débits éc han tillonnés par �ots et en temps. Ces deux débits son t

très utiles p our év aluer la p erformance d'un mo dèle.

Équilibrage de sources de tra�c élastique

Dans le dernier c hapitre, nous a v ons considéré un lien unique partagé par un nom bre de

sources de tra�c élastique hétérogènes. Nous a v ons mon tré que l'équilibrage des sources dimin ue

le débit mo y en et dimin ue égalemen t les débits éc han tillonnés par �ots et en temps. En présence

d'un con trôle d'admission, l'équilibrage d'un sous-ensem ble de sources augmen te la probabilité

de blo cage de toute source en dehors de ce sous-ensem ble. Si les �ots de toute source on t la même

mo y enne de demande de service dans le système original, l'équilibrage des sources augmen te la
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Conclusion

probabilité de blo cage du système. Ce résultat assure que l'on p eut dimmensionner le mo dèle en

supp osan t les souces homogènes malgré la forte hétérogénéité observ ée en pratique.

En général, le résultat est en rev anc he faux dans le mo dèle m ultidébit et dans un réseau

de liens, de tra�c élastique ou de tra�c de circuits. L'équilibrage d'une classe de sources p eut

augmen ter ou dimin uer le débit et la probabilité de blo cage des autres sources. Existe-il des

conditions particulières qui assuren t dans un réseau que l'équilibrage des sources augmen te la

probabilité de blo cage et dimin ue le débit ? Y-a-t-il un autre mo y en p our simpli�er le dimen-

sionnemen t, similaire à l'équilibrage des sources ? Ces questions ne son t pas encore traitées et

ouvren t un p ersp ectiv e de rec herc he in téressan t.
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A

Réseaux de Kelly a v ec p erm utations

décrits par R GSMP

Dans cette partie, on décrira les réseaux de Kelly a v ec p erm utations aléatoires (Section 2.3)

par un mo dèle R GSMP et on mon trera leur propriété d'insensibilité.

Mo dèle

Dans notre réseau, il y a des classes de clien ts et c haque clien t demande un service à une et

seulemen t une �le d'atten te �xée corresp ondan te à sa classe. Les clien ts de la classe c arriv en t

dans le réseau selon un pro cessus de P oisson d'in tensité � c et c hacun demande un service de

mo y enne 1=� c . Ensuite, à l'ac hèv emen t de son service, ces clien ts rejoignen t la classe c0
a v ec la

probabilité pcc0
, ou quitten t le réseau a v ec la probabilité

pc = 1 �
X

c02C

pcc0;

où C désigne l'ensem ble des classes.

P osons n = f nc; c 2 Cg le macro-état du système, où nc donne le nom bre de clien ts de la

classe c, et G l'ensem ble de ces macro-états.

Ce réseau p eut être décrit par un pro cessus semi-mark o vien généralisé don t les emplacemen ts

actifs son t les couples (c; l) . Chaque couple (c; l) corresp ond soit à un clien t dans le réseau, où c
désigne la classe du clien t et l désigne sa p osition dans la �le corresp ondan te, soit à un arriv é,

où c désigne la classe du nouv el arriv é et l = 0 par con v en tion.

P our c haque classe c, il y a deux t yp es d'horloges don t

� ac représen te des arriv ées a v ec la mo y enne du temps de séjour nominal 1=� ac = 1=� c .

� bc représen te des clien ts de cette classe a v ec la mo y enne du temps de séjour nominal � bc =
� c .

Il y a trois t yp es de transitions dans le réseau :
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A rrivé e d'un clien t de la classe c à la �le corresp ondan te i . Ce clien t est placé à la p osition

l et les anciens clien ts son t p erm utés à c haque �le selon une certaine p erm utation � a v ec la

probabilité � c(n; � ) . Dans ce cas, l'horloge à l'emplacemen t (c;0) s'épuise, une nouv elle horloge

est créée à cet emplacemen t et une aure horloge est créée à l'emplacemen t (c; l) .

Alors l'ensem ble des emplacemen ts des horloges qui se son t épuisées est U = f (c;0)g et

l'ensem ble des nouv elles horloges est U0 = f (c; l); (c;0)g. Notons n0 = n + ec le nouv eau macro-

état alors la p erm utation des anciens clien ts corresp ond à une réallo cation bijectiv e d'horloges :

� (n;U;n 0;U 0) : A(n) n U �! A(n0) n U0

de telle sorte que le t yp e de c haque horloge reste inc hangé :

� (l0; n0) = � (� � 1
(n;U;n 0;U 0) (l

0); n); 8l0 2 A(n0) n U0:

Le taux de cette transition est donné par

p(n; U; n0; U0) =
X

�

� i (l; n 0)� c(n; � ) = � i (l; n 0);

où i désigne la �le corresp ondan te à la classe c du nouv el arriv é.

Dép art du clien t de la classe en p osition l de la �le corresp ondan te et les autres clien ts

son t p erm utés à c haque �le selon une certaine p erm utation � a v ec la probabilité � c(n0; � ) , où

n0 = n � ec désigne le macro-état obten u après le départ. Dans ce cas, l'horloge à l'emplacemen t

(c; l) s'épuise et aucune horloge n'est créée :

U = f (c; l)g et U = ; :

Le taux de cette transition est donné par

p(n; U; n0; U0) =
X

�

� c(n � ec; � )pc = pc:

Changement de classes. Après l'ac hèv emen t de son service, le clien t de la classe c à la p osition

l rejoin t la classe c0
et prend la p osition l0 de la �le corresp ondan te à sa nouv elle classe. Les

autres clien ts son t p erm utés à c haque �le selon une certaine p erm utation � a v ec la probabilité


 cc0(n � ec; � ) , où n � ec désigne le macro-état obten u du macro-état n en suppriman t un clien t

de la classe c. Dans ce cas, l'horloge à l'emplacemen t (c; l) s'épuise et une nouv elle horloge est

créée à l'emplacemen t (c0; l0) :

U = f (c; l)g et U = f c0; l0g:

P osons n0 = n � ec + ec0
le macro-état du réseau après ce c hangemen t de classes, le taux de

cette transition est donné par

p(n; U; n0; U0) =
X

�


 cc0(n � ec; � )pcc0 = pcc0:
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Remarquons que dans ce mo dèle R GSMP , le macro-état considéré se comp ose du nom bre de

clien ts de c haque classe. De plus, la fonction � et les p erm utations aléatoires p euv en t dép endre

de ce macro-état. On démon trera directemen t le Théorème 2.12 sur la distribution stationnaire

du nom bre de clien ts de c haque classe. Le Théorème 2.11 sur le nom bre de clien ts à c haque �le

est ensuite une conséquence de ce résultat.

Cas exp onen tiel

Théorème A.27 Si les demandes de servic es sont toutes exp onentiel les, la distribution station-

nair e du macr o-état du r ése au est à forme pr o duit et est donné e p ar

� (n) =
Y

c2C

(1 � � c)� nc
c ; n 2 G;

où � c désigne le taux d'arrivé e e�e ctif de la classe c dé�ni p ar les é quations de tr a�c p our le

r ése au de Kel ly (2.9) et � c = � c=� c désigne le taux de char ge dû à la classe c.

Preuv e. Remarquons que les p erm utations se simpli�en t dans les expressions des taux de tran-

sition. Alors comme dans le cas de réseau de Kelly sans p erm utation, la mesure de probabilité �
donnée dans le théorème satifait les équations de balance globale (1.22) :

� (n)
X

c2C

�
� c +

X

l

� c� i (l; n )
�

=
X

n02 G

X

(c0;l 0)2 A(n0)

X

U� A(n)

� j (l0; n0)� � c0(l0;n0) � (n0)p(n0; U0; n; U);

où i; j désignen t la �le corresp ondan te à la classe c; c0
resp ectiv emen t, et � c0(l0; n0) désigne le t yp e

du clien t à l'emplacemen t (c0; l0) .

Alors � est la distribution stationnaire du macro-état n . �

Insensibilité

Théorème A.28 L e r ése au de Kel ly ave c des p ermutations alé atoir es est insensible à la dis-

tribution des demandes de servic e des clients de chaque classe. L a distribution stationnair e du

nombr e de clients de chaque classe est donné e p ar

� (n) =
Y

c2C

(1 � � c)� nc
c ;

Preuv e. T out d'ab ord, la c haîne incluse du pro cessus semi-mark o vien considéré est récurren te

p ositiv e (1.23) :

X

n2 G

� (n)
X

c2C

�
� c +

X

l

� c� i (l; n )
�

< 1 :
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Ensuite, les pro cessus d'arriv ées son t tous p oisonniens dans notre mo dèle, alors les temps de

séjour des horloges aux emplacemen ts (c;0) son t exp onen tiels p our toutes classes c. Les équations

de balance lo cale p our les horloges non-exp onen tielles (1.25) deviennen t

� c� i (l; n )� (n) = � (n � ec)� c� i (l; n ) + � (n � ec + ec0)� c0� i (l; n )pc0c; 8(c; l) 2 A(n); l > 0:

Remarquons que ces équations de balance lo cale ressem blen t aux équations de balance par-

tielle dans la preuv e du Théorème 2.10. En remplaçan t � par sa forme explicite, on p eut v éri�er

que la mesure de probabilité � satisfait ces équations de balance lo cale. D'après la Prop osition

1.16 et la Remarque (1.1), le mo dèle est insensible à la distribuion des demandes de service des

clien ts de c haque classe. �
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